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(ş CALCUL VECTORIAL 


$ 1. Vectori liberi 


Un veotor liber are trei elemente caracteristice: direcție, sens şi lungime 
(normă sau modul). Acestea vor fi definite în continuare. -Precizăm însă de 
la început că nu orice entitate descrisă prin „direcţie, sens şi mărime“ este 
un vector liber. 

Fie A şi B două puncte din plan. Segmentul [AB] este bine determinat 
de extremităţile sale A şi B, iar sensul de parcurs pe un asemenea segment 
este bine determinat de o ordonare a acestor extremităţi. Aceste observaţii 
justifică următoarea: 


Dotiniţie. O pereche ordonată (A, B) de punete din plan se numeşte 
segment orientat (vector logat în punctul A) şi se notează cu AB. 


i Fise 

Fie AB un segment orientat. Punctul A se numeşte originea lui AB, iar 

punctul B se numeşte eztremitatea lui AB. Dacă A şi B, atunci segmentul 
ea 

orientat A. se reprezintă grafic prin săgeata care unește pe A cu E (fig. |. 1). 


SE, 
în cazul cind A = B se obţine ceea ce se numeşte segmentul orientat nul A, 
care se reprezintă grafic prin punctul A. 

PE 


Segmentele orientate AZ şi CD se numesc: 
1) egale, dacă A = C și B = D (coincid); 
2) opuse, dacă A = Dşi B=C. 
Dreapta determinată de, segmentul orientat AF se numeşte dreapta. suport 


a lui AX şi se notează cu AB. Această dreaptă este unic determinată numai 
dacă A 4 B; orice dreaptă care trece prin punctul A 


B 
este dreaptă suport pentru segmentul orientat nul AXĂ. ZA 
Două segmente orientate se numesc coliniare dacă 02 


dreptele lor suport sint egale (coincid); două segmente 
orientate se numesc paralele dacă dreptele suport 
corespunzătoare sint, paralele. Fig. 4. 


= 0 iti 


numesc „egale sau paralele“ dacă dC d, 
(sint disjuncte). 
„egale sau paralele“ este o relaţie de echi- 
“din plan. 
ie. Relaţia „egale sau paralele“ este reflezivă, simetrică și tran- 
zita teflexivitatea este totuna cu egalitatea. Simetria rezultă din retlexi- 
vitate şi din simetria paralelismului între drepte: dacă d = d!, atunci şi d! = 

; acad || ds, atunci și d! || d. Tranzitivitatea decurue din faptul că două 

drepte paralele cu o a treia sint sau egale sau paralele. 

Reamintim că o relaţie de echivalență definită pe o mulțime determină 
„o impărțire a mulțimii respective in clase de echivalență (submulţimi disjunote), 
într-o clasă de echivalență intrind toate elementele echivalente între ele. În 
cazul relaţiei „egole sau paralele“ definită pe mulțimea dreptelor din plan, 
clasele de echivalență se numesc direaţii. Cu alte cuvinte o direcţie este o fami- 
lie de drepte paralele (fig. 1. 2), fiecare dreaptă din această familie fiind un 
reprezentant al direcţiei din care face parte. Astfel „direcţia unei dreptei so 
utilizează ca sinonim pentru „familia de drepte paralele cu o dreaptă dati 
sau pentru „clasa de echivalență determinată de dreapta respectivă în raport 
cu relația esale sau paralele“. 


Un segment orientat nenul A determină în mod unic dreapta suport 472. 
De aceea direcţia dreptei suport poate fi ataşată direct oricărui segment rien 
tat care determinii dreapta. Astfel direcția dreptei AB so numoşte dirrojta 
segmentului orientat nenul AB. inind seama că dreapta suport a unui se- 
ment orientat nul nu este unic determinată, admitem că direcţia unui 
asemenea segment este nedeterminată. 


Detiniţie. So spune că două segmente orientate au aceeaşi direoţie 
dacă: . , 
1) ambele sînt nenule şi dreptele lor suport aparțin aceleiași direcţii, sau 
„2) ambele sînt nule. . 
Meoromiă. Relaţia binară „aceeași direcţie“ pentru segmente orientate 
este o relaţie de echivalență pe mulţimea segmentelor orientate. 
"Demonstraţie. Temă. 

Pentru segmentele orientate nenule 
direcţiile sint clasele de echivalență ale 
dreptelor suport relativ la relaţia „egale 
sau paralele“. Cu alte cuvinte două seg- 
mente orientate nenule au aceeași direcţie 
dacă și numai dacă ele sint coliniare tau 

Fig. 1.2 paralele. 
* Fie E o mulțime oarecare nevidă. Se numește relație binară pe: E o submulțime a 


Produsului cartezian E x J. O relaţie binară pe £ care este rellexivă, simetrică şi! tran 
zilivă se numește relaţie de echivalență pe E. E 


ai 
DO e E -. 


Sens 


Fie d o dreaptă din plan. Pe dreapta d se pot stabili două şi numai două 
sensuri de parcurs (ordini ale punctelor dreptei, consecință a axiomelor de 
ordine) pe care le vom nota prin săgeți. O dreaptă d împreună cu o alegere a 
unui sens de parcurs se numeşte dreaptă orientată (fig. |. 3). 

Detiniţie. Două segmente orientate nenule coliniare au acelaşi sens 
dacă' sensurile de parcurs determinate po dreapta suport comuni coir 

Două săgmente orientate nenule paralele an același sens dacă, extremitiiţile 
lor se află în acelaşi semiplan determinat de dreapta care unește originile sog- 

_mentelor (fig. 1. 4). 


Teoremă. Relaţia binară același sens“, pentru segmente orientate ne- 
nule de aceeaşi direcție, este o relaţie de echivalență. 


Demonstraţie. Temă. 


Două segmente orientate nenule care au acelaşi sens au implicit şi acecaşi 

flirecţie. Clasele de echivalență relative la relaţia „același sens“ se numese 

- sensuri. Evident există numai două asemenea clase: sensul inițial impus de 
un segment orientat nenul fixat și opusul săv. Admitem că sensul unui segment 
orientat nul este nedeterminat. 

Familia de drepte paralele cu o dreaptă dată este direcţia dreptei respee- 
tive. O direcţie pentru care s-a fixat acelaşi sens (de parcurs) pe toate dreptele 
pe care le conţine se numeşte direcție orientată (fig. I. 3). Pentru fixarea unei 

direcţii orientate este suficientă indicarea unui segment orientat; nenul pe una 
dintre dreptele familiei numită direcţie. 


Tungiimo 


Fio AB un segment orientat. Prin lungimea (norma sau modulul) lui 13 
înţelegem lungimea segmentului neorientat [A B], odică distonţa dintre puno- 
tele A și B. Un segment orientat nul are lungimea zero şi reciproc orice seg- 
) ment orientat de lungime zero este nul. Două segmente neorientate care au 
„aceeași lungime se numesc segmente congruente. 


Fig. 1.3 


o. i seg o au aceeaşi lungime dacă segmon- 
neorientat corespunzătoar congruente. 
mMeoremă. Relaţia binară aceeaşi lungime“ pentru segmenţe orientate 
este o relaţie de echivalență. 
Demonstraţie. Relaţia „aceeași lungime“ pentru segmente orientate este 
definită prin relația de congruenţă pentru segmente ncorientate, iar aceasta 
din urmă este o relaţie de echivalență. 


.*. 


Relaţiile binare „aceeaşi direcţie“, „acelaşi sens“ şi „aceeași lungimot 
pentru segmentele orientate din plan generează o nouă relaţie binară pentru 
segmentele orientate, esenţială în definirea noţiunii de vector liber. 

Detiniţie. Două segmente orientate nenule so numesc echipolonto dacă 
au aceeaşi dirocţie, acelaşi sens şi acocaşi lungime. 

— ES E 
Dacă AB este echipolent cu CD, atunci vom scrie 45 = CD. 
Pg etape top a 
Temă. Să se demonstreze implicația AB = CD = AC = BD (lig. 1. 5).e! 


Pooremă. Relaţia de echipelență pentru segmente orientate nenule este 
o relație de echivalență. 


Demonstraţie. Relaţia de echipolenţă este reflexivă, simetrică şi tranzitivă 
eonrecn fiecare dintre relaţiile „aceeaşi direcţie“, „acelaşi sens“ şi „aceeaşi 
lungime“ satisfac aceste trei proprietăţi. 

Prelungim relaţia de echipolenţă şi la segmentele orientate nule: toate 
segmentele orientate nule sint echipolente între ele. Astfel obţinem o relaţie 
de echipolenţă pe mulţimea tuturor segmentelor orientate din plan cure este 
o relaţie de echivalență. 


Definiţie. Clasele de echivalență ale segmentelor orientate, relâtive 
1a relaţia de echipolonţă, se numesc vectori liberi. 

Cu alte cuvinte un vector liber este o submulțime a mulțimii tuturor seg- 
mentelor orientate care se bucură de proprietăţile: (1) este formată din seg- 
mente echipolente între ele şi (2) conţine toate segmentele echipolente cu un. 
sepment fixat al său. Fiecare segment orientat din clasa numită vector liber 
este un reprezentant al clasei. Direcţia, sensul şi lungimea care sint, respectiv 
comune tuturor segmentelor orientate ce definesc un vector liber se numere 


g, 2 


direcția, sensul şi lungimea vectorului liber. Intuitiv vectorul liber poate fi 
gindit ca un segment orientat care migiează în plan păstrindu-şi direcţia şi 
sensul. 

Vectorii liberi se notează cu litere mici cu bară deasupra â, d, ..., iar în 
desen sint reprezentanţi printr-unul dintre segmentele orientate echipolente 
care definesc clasa numită vector. În contextul reprezentanţilor vectorii liberi 


se mai notează şi prin AB, CD, .; evident AB e AB, adică AB este un. 
reprezentant al lui AB. 4 

Presupunem că am fixat o unitate de măsură (etalon) pentru lungimile 
segmentelor neorientate. În acest caz lungimea unui vector liber va [i dată 
printr-un număr real pozitiv care reprezintă măsura comună a tuturor s0g- 
mentelor neorientate corespunzătoare segmentelor orientate din clasa numită 


vector, în raport cu unitatea de măsură. Notaţii pentru lungime: ||ă ||, || AZ ll 
d(A,B). i 
- Vectorul liber caracterizat prin faptul că are lungimeă zero, iar direcția 


şi sensul sint nedeterminate se numeşte zero sau vector nul. EL se notează cu 0 
pd 
_ şi este reprezentat; de orice segment orientat AA. - 
Un vector de lungime unu se numeşte versor sau vector unitar (unitate). 
Vectorii liberi care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari. Vectorul 
„zero este coliniar cu orice alt vector. Reprezentanţii vectorilor coliniari sint 
segmente orientate coliniare sau paralele. Doi vectori coliniari care au aceeași 


lungime însă ou sensuri opuse se numesc cectori opuși. Dacă unul dintre ei 
este notat cu ă, atunci opusul său este notat cu —ă (fig. 1. 6). 


| Doi vectori liberi ă şi b sint egali, şi se scrie â = b, dacă reprezentanţii 

lor sint echipolenţi sau, echivalent, dacă au aceeaşi direcţie, acelaşi sens şi 
aceeaşi lungime. 

 Notăm planul cup şi mulţimea vectorilor liberi din plan cu V. În p fixămn 
un punct; O pe care îl vom numi origine. Oricărui alt punct M € p.îi corespunde 


un vector liber şi numai unul OM € V al cărui reprezentant este segmentul 
— — — E 
orientat OM. Într-adevăr, dacă M z M', atunci OM zi OM' şi deci OM 4 
O. Reciproc, oricărui vector 7. îi corespunde un punct! M şi numai unul, 
= — : a 
astfel încît DÂZ să reprezinte ps 7. Vectorul DI7 se numeşte vectorul de pozijie 
al punctului M faţă de punctul origine O, iar 
"observaţiile precedente se rezumă prin teorema 
următoare. 


meoremă, Pie O punciul origine. Funcţia 
care asociază fiecărui punct M € p vectorul său 


de poziție OM € V este o bijecţie între p şi V. 


ct din plan și Ză un segment orientat. Să se figureze: 
"C a extremităjilor segmentelor orientate cu originea O care au acecași 


„eu aă Li 
2) mulțimea D a extremităților seementelor orientate cu originea O care au aceeași 
direcţie cu 4%; 

3) mulţimea SS a extremităților segmentelor orientate cu originea O care au acelaşi 


— 
sens cu AB, . 
Sh se găsească: CUD, CND;CUS, CNS; DUS, DNS. 


a 
2. Fie d o dreaptă şi Af un segment orientat. Să se determine mulțimea extremită- 

= 

ţilor segmentelor orientate cu originea pe d care au aceeași direcţie şi aceeași lungime cu AB. 
Să se formuleze şi să se rezolve o problemă analogă pentru cercul de contru O și rază p. 
3. Fie O un punct din plan. Să se arate că aplicația care asociază fiecărui vector liber 


reprezentantul său cu originea O este o bijecţio între mulţimea vectorilor liberi şi mulțimea 
segmentelor orientate cu originea O, 


$ 2. Adunarea vectorilor 


N gae 
Fie punetele O, A, B şi 0", A”, B”. Dacă DA = OA! şi AB AB", atunci 


dă = 0. 
'Lăsind pe soama cititorului celelalte cazuri, noi ne vom referi la cazul din 
Alea pag ele bin rata de o brato 
figura 1.7: DĂ = CĂ” implică AX” — Dă, iar A 47 implică DB = Zr; 
prin tranzitivitate DO = Bă şi deci OB = G''. Această observaţie stă la 
baza definiţiei sumei a doi vectori liberi. 


Definiţie. Fieă şi doi vectori liberi. Fie DĂ un reprezentant al vecto- 
rului 2 și AB un reprezentant al vectorului D. Vectorul liber 2 reprezentat: do 
-sogmentul orientat DP so numeşte suma vectorilor ă şi b şi so notează 2 = + 
(2773 + AB (fig. 1. 8). 


Regula cuprinsă în deli- 
niţia precedentă, pentru 'de- 
terminarea sumei a doi vectori 
liberi, se numeşte regula iri- 
unghiului. 

Adunarea vectorilor 
LV ov. b)oa+d 


este o loge de compozi 
ternă bine definită deoarece 


Fig. |. 8 


vectorul liber 2 = â + & nu depinde de alegerea punctului O. într-adevăr, 
dacă fixăm un alt punct O” şi efeetuăm construcţia din figura 1. 7, avem 
şirul de implicaţii 


ae ae a E RE 
; DÂ = Dă" = 0 = 4ă' SE e, 
i zi 4 = 00'- Bă > 0B-0 
a EI aa E 
| 45 - Ab = 2ă' = Bă 


adică OB și OF sint reprezentanţi ai aceluiaşi vector liber. 

Temă. Să se analizeze cazul coliniarităţii. 

meorem i. Adunarea vectorilor liberi are următoarele proprietăţi; 

1) asociativitate: ă + (b + 2) (ă +2) +a,vad,a2eV; 

2) 8 este element neutru: ă +5 =o0-4-ă ă.văe 7; 

3) opusul lui ă este simetricul lui &:ă -+- (—2) = (—ă) +a =2, văeV; 
4) comutativitate: ă + db = d +ă,vă,b e V. 


Demonstraţie. Cazurile specifice coliniarităţii sint lăsate drept teme. 1) Ți- 


„nem seama de definiţia adunării şi urmărim figura 1.9: 05 este roprezentantul 
sumei ă + 8, iar OE este reprezentantul sumei (2 + b) 4-2; AE este repre- 
- zentantul sumei B +- 2, iar OE este reprezentantul sumei a +- (B 4-2). Rezultă 
(+ d) re=a+(b +), ca vectori liberi definiţi de același reprezentant. 
Această proprietate permite să scriem â + b + € în locde (â +7) +a 
sau deâ+-(5+2). 
2)—3). Temă. 
= E 
4) Fie â, EV. Urmărim figura I. 10: AZ este reprezentantul lui ă, BE 
este reprezentantul lui , iar AC este reprezentantul lui ă + D; de asemenea 


mduce la o nouă regulă pentru determinarea sumei 
iari, numită regula paralelogramului; se desenează 


D e'b şi se determină punctul C cu proprietatea că APCD este 


un paralelogrom; segmentul orientat AC este reprezentantul lui 2 +- 3. | 
Proprietăţile 1),2),3)arată că adunarea defineşte pe V ceea ce se numeşte 
o structură de grup aditiv, iar proprietatea 4) arată că acest grup este comutativ, 
De uceoa V se mai numeşte şi grupul aditio comutativ al vectorilor liberi. » 
Fie vectorii liberi d, day ---, du. Prin suma acestor n vectori înţelegom vec- 
torul obţinut adunind pe 2, cu âz, apoi rezultatul cu &, şi aşa mai departe 
pină la dy. Asociativitatea adunării vectorilor are drept consecință faptul că 
suma celor n vectori este bine definită, adică ea nu se schimbă dacă înlocuin 
o parte din termenii consecutivi cu suma lor. Această observaţie permite nota: 
ţia simplificată ă, + Za + -.. + ăn. În plus, comutativitatea permite să schim: 
băm ordinna termenilor. | 


Fin punetele O, Ass »--v- An astfel incit â, = DA dn = Aia si în 3 


= AnosAn (fig. I: 11). Găsim ă, + da Aa = OAz, ăi tăată = 
= (2, + ăn) + ds => OAa + AsAa = OAa, -i-a În + Za + ce + Ana + n Sa 
(Fa ne AF dna) + în = OAna + AnaAn = DA. Ace 
adunare a celor n vectori se numeşte regula poligonului şi este o genera- 
lizare a regulii triunghiului. 

Fin ă si b doi vectori liberi. Suma dintre vectorul ă şi opusul lui b, adică 
ă + (—B), se numeşte diferența dintre vectorul ă şi vectorul b şi se notează ei 
a-—b. Dacă AB este reprezentantul lui 2, iar AD este reprezentantul lui. b 
atunci reprezentantul lui d—P este DĂ (fig. 1.12). Cu alte cuvinte, dacă fixă 


pe A drept origine, atunci vectorul liber definit de sogmentul orientat D 
este egal cu diferenţa dintre vectorul du poziţie al extremităţi 


mentului DĂ şi vectorul de poziţie al originii D a segmentului DB. 


=, 


Operația care asociază fiecărei perechi (a, 5) diferenţa â — b so numeşte 
scăţlerea vectorilor. Proprietăţile scăderii vectorilor sint consecințe ale proprie- 
tăţilor adunării vectoriloi 

Comparind relațiile AB — AD = DB, AB = AD + DB ajungem la 
concluzia că într-o egalitate vectorială, „putem trece un terinen dintr-o parte 
în alta“ cu condiţia să-l inlocuim cu opusul său.! 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Fie segmentul [A B] şi Mo mijlocul său. Să se verifice că pentru orice 
punct M din plan avem MA -+- AZ2 = MM + MM. 
Sotuţe (fig. 1. 18).: Regula triunghiului dă ATA = AA, + AA, ME = TA, + 
4 ÎI, iar definiţia opusului conduce la Apă = —A70B Acestea implică MĂ + ME = 
= (Me + Mo) + (OM + MB) = (asociativitate şi comutativitale), (Miza + 
sk MM) + (Mod + Moti) = (At + ATi) + O = (0 este element neutru), MM + 
sk MI Ma. 
A 2. Fie un dreptunghi ABCD. Dacă M este un punct din plan astfel înctt, 
E + MB + BM = 0, avunoi sa se exprinie suma MA +MB+ UD in 


funcţie de BA. 


Soluțe (fig. 1. 14). Suceosiv găsim 774 + MB + AID = (regula triunghiului), 
(378 + BA) + MB + tare + CD) asaciativitate şi comulativitate), AIE + dr + 
+ MB) + (UA + CD) = 0 + (Ba + 6D) = (0 este element neutru), ZA + CD = 
= BA + pa 


3. Să se demonstreze egalităţile 
(a +2) —(+ro)=aă D, (ă—2)—(B—a=aâ—8, 


Sotuţie. Deoarece ju icările sint de acreaşi natură pentru ambele egalilăţi, o vom 
„demonstra numai pe prima. Deoarece (5 + 2) +0(—8) + (—2 = 154 (Ba 
+ (21 =0+ 6 = 0 rezultă că opusul lui 5 + a, adică —(5 + 2) este egal cu (—d) 
+ (-a, Dn nccea (aa) —(b+a)=tă+a) +[—(6+ 2] = (ara) +L—5) 
st (—2)] = (2 + (50 +2 + (= (3-5) +o=a—d. 


2 e 
s 
m 
Ma i “977 
4 
A A a 
A + Fig. 1.49 Fig. 1. 44 
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e 4. Fie triunghiul A BO şi M, N respectiv 
mijloacele laturilor [AZ] şi [AC]. Să se 


u arate că BC — MN + MN. 
Sotuţie (fig. 1. 15). Mai întii BC 
A M 8 Pe de altă parte, AC = AN + NC = 


Fig. 1. 45 AB = AM + INI + AM, Rezultă BC = 

= (AN + AN) — (AA + AM) = (AN + AN) + 

+ 0007) + (CAI = CAN + (AMD + CAN + (AM) = (AN — AM) + (AN — 
— AM) = MN + NN. 


5. Asupra punetului material M din plan acţionează forţele [ fe, [saca 
în figura 1.16. Ştiind că direcţiile forțelor fa şi fa sint ortogonale, că 
unghiul dintre direcţiile forţelor fe şi fa este de 45% şi că IIfall =I fall = 
3 aan, (fs || = 3 daN, să se determine direcţia, sensul şi mărimea 
forței rezultante ce acţionează asupra punctului M. 


Soluţia. Roguln paralelogramulvi arată că 7, este rezultanta (suma) forțelor Fa și fa. 
Direcţia şi sensul lui: P, sînt indicate po figură, iar lungimea lui 7, este |I7a || = 
= VUPIEFUȚ=IR = 2 aaN. Adunină pe 7, cu fa (regula paralelogramului) găsim rezul- 
tată p = fit fat În 

'e a unghiul ascuţit dintre direc! 
direcţia lui 7+ şi direcţia lui 7. E 


a lui 7, şi direcţia lui 7, iar A unghiul ascuţit dintre 
ent e = + 45%, iar B esto mai mic decit 45% Din 


figura 1. 16 se observă că îş a îsi, adică a = arclg Rezultă fi = arctg 2 — 15 
A 

şi astfel dircaţia rezultantei 7 este precizată în raport. cu direcţia lui fa. Sensul lui P 

esțe marcat pe figură, ar ||7|| = VIZE + fa = V daN. 


7) îi 


Fig. |. 16 


$ 3. Înmulțirea vectorilor cu numere reale 


Fie R mulţimea numerelor reale, iar V mulţimea vectorilor liberi din plan. 
Dotiniţie. Fio :ER şi ZEV. Prin produsul dintre vectorul â şi 
numărul real £ vom înţelege vectorul :â definit asttel: 


32 j 


acelaşi sens cu â dacă 1>0 şi sens 

contrar dacă 2<0, lungimea |z Ia E 

(fig. 1.17); tite 
0 sau 2=0, atunci Fig. 1. 17 


decurge că tă este un vector coliniar cu d. 


1) dacă ă x 0 git O, atunci tă este ş iz, t>=o 
vectorul care aro aceași direcţie cu d, 
z 
e 
Fromple. 1) Vectorul (—1)a are aceeaşi direcţie cu a, sensul contrar sensului lui a 
şi lungimea egală cu lungimea lui 2. De aceea (—1) a este opusul lui â, adică (—1)ă = 
= -—a. 

| 2) Veotorul sa are direcţia lui a, sensul lui 2 și lungimea egală cu triplul lungimii lui a, 


3) Veelorul — ÎL a are direcţia lui a, sensul contrar lui a și lungimea egală cu juma- 


tate din lungimea lui a. 


4) Oricărui vector a do lungime ||a|| > 0 i se asociază un vector a, = Tzi a, avină 
i . 
aceeaşi direcţie şi acelaşi sens cu a, numit versorul lui a. într-adevăr, ||2,|| = 3 a] i, 
P » Li 
| = a jIIâll — 4: Relaţia de definiție pentru a, este echivalentă cu a = |/a|| de. 


Aplicația definită pe R. x V cu valori în Y care asociază fiecărei perechi 
ordonate (, â) vectorul ză este o lege de compoziţie externă între elementele 
lui V şi ale lui R numită înmulțirea vectorilor liberi cu numere reale. În con- 
textul acestei operaţii numerele reale se mai numesc şi scalari, iar operaţia in 
sine înmulțirea vectorilor liberi cu scalari. 


mooromă. Înmulțirea vectorilor liberi cu numere reale are următoarele 
proprietăți 
1)1a=a, vaev; 
2) să) = (să, Vs, tEeR, văeV; 
3) distributivitate faţă de adunarea numerelor reale: 
(S4+ă=să+iă, Vs, LteR, vaevV; 
4) distributivitate faţă de adunarea vectorilor : 
Wă+b)=tâ+. vr:ER, vă de. 
Demonstraţie. Relaţia 1) este imediată. Dacă numerele reale sau vectorii 
sint zero, atunci şi relaţiile 2), 3), 4) sint imediate. 
2)—3). Temă. 
4) Cazul coliniarităţii îl lăsăm drept temă. 
Fie OĂ reprezentantul vectorului ă şi AB reprezentantul vectorului b. 
Atunci DĂ este reprezentantul vectorului & + 5 (fig. L. 18). 
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Presupunem t > 0 şi notăm cu 
OĂÂ' reprezentantul vectorului fă şi 
eu Di? reprezentantul vectorului 
(345). Se observăcă OAB — 04'B' 
(fig. [.18) avind un unghi comun şi 
laturile, care determină acest unghi, 
de lungimi proporţionale. Rezultă 


25| 4% şi AB = 145, adică 


E 
AB este reprezentantul vectorului 


e 
10. Deci OH este reprezentantul sumei tă -- tb, adică ((4 + b)=tă+b. 
Cazul 4 < 0 se tratează analog. 


Să prezentăm citeva consecinţe directe ale definiţiei şi ale teoremei prece- 
dente, consecinţe ce constituie puhcte de sprijin ale tehnicii de calcul elemen-: 
ta (demonstruţiile sint lăsute drept teme): 


—(Qă) = (—Dă = ua), 
(s —pă = să + (—Dă = să + (—tă) = să —tă, 
stă —d) = sţă + (—8)] = să + (—s)b = să + (—sd) = să —sb, 


ev. Ca urmare, adunarea şi scăderea vectorilor liberi, pro- 
a vectorilor liberi cu numere reale au proprietăţi anoloage: 
şi înmulțirii numerelor reale. 

Proprietăţile adunării vectorilor liberi, date în teorema din $ 2, şi proprie- 
tăţile inmulțirii vectorilor liberi cu nurmere reale, date în teorema din avent 
paragral, arată că V oste ceea ce se numeşte un spațiu vectorial peste muljiimea 
numerelor reale. Din ac motiv, în cele ce urmează, mulțimea V va li numită 
spațiul vectorial al vectorilor liberi din plan. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Fie â€ V şi n E N.Săsearatecăâ +... +â=nă. 
i n Lerineni 


Sotuţi arina figura 1 bi DĂ, + 44, 
oluţie. Urmărind figura 1. 49 se observă că Lea za = OA st Asa tb 
n tctineni 


——_ — ... 
+ An An = Am, iar OA are direcţia lui 2, sensul lui 2 şi lungimea n |lăl]. 


Notă. Relaţia din această problemă 
poate fi privită ca o consecinţă u leure- 
mei din acest paragraf. 


PA As 
A A 0 Aer Azh Lă Au Aer Area ze7 


Fig. 1. 20 


9. Fie q o dreaptă pe care se fixează n > 2 puncte echidistante. Se 
notează cu O mijlocul segmentului [4,4,] şi cu A un punct arbitrar din 
plan, exterior dreptei d. Să se arate că 


, = MA, + MAa + «m. + MA, = nMO, neEN — 10, 1). 


Soluţie. Dacă n = 2K, atunci punctul O se află între Ap şi Ana, iar dacă n = 2k + 1, 
atunci punctul O coincide cu Ana .20). Regula trinaghiului dă MA, = MO + OA 
î = 2, sis n. Pe de altă parte (DA + DAR) kb «+ + (04, + OA) = 0 sau On b 


& (Dina + DAnra) be -.. + (OA, + Oi) = 0. De aceea > DA, = 0. Astiel găsim 


Pata = 3 18 + Da = ȘI 170 + 3 Da, = 33 MO = nMO. 


3, Sn dă hexagonul regulat ABCDEF. Să se exprime vectorii liberi AD, 
ZE, AF în funcţie da vectorii liberi AB =b şi AC =2. 


Satuţie (fig. 1. 21). Relaţiile AD || BC, AD are acelaşi sens cu BE, d(4,D) = 2a(B, 0) 
implici AB = 2BC. Aceasta împreună cu ZE = AC — AB = 2 — b conduc la AD = 
= (a — 5). Analog, din AE= 25, D= AD AB = 20 —5)—5 = 
găsim AZ = 22 — 35. În final, AF = CD, CD = AD — AC = 22 — 5) —2=5—2%, 
deci AF — 25. i 

4, So dau vectorii liberi ă =î + , b = 2i — j. Să se calculeze ă+b, 
a—b(z+p(ă—b—(z—piă+b) 


Solutie, 'Ținind senma de proprietițile adunării 
vectorilor şi propriotăţile înmulţiri dintre vectori şi 
numere reale, obținem 


air re D= +U-=si 


Zi D 


3-3 iii) iri ard A ID 
== +2, 
(z+mţa—58 (2-9) e+B=(r+p(oi+e 
+ 2j) — (e —p) (i) = zi 22) — i ui — Hi 
— 3ai + 3yi = (2y — azi + (22 + 29]. Fig. 1.24 


5. Să se discute şi să se rezolve sistemul 
1z+y =ă 
+7 =Bb, AER. 
Soluţie. În a doua ecuaţie înmulțim ambele părţi cu 3, apoi scădem parte cu paria 
din prima ecuaţie. Rozultă (1 — 227 = 3 — 25. 
Dacă A +1, atunci ecuaţia în 7 are soluţie unică 7 = 


Ei 


(a — 25) şi arci 


sistomul are soluția unică (£, 2 unde 


— (0 — 23), 9= 
APT E iraeă 

Dacă A = j-1 şi a = 75, atunci ecuaţia în este o identitate şi sistemul admite solu- 
țiilo (2, 9), unde 2z=5—12, gery. 

Dacă A = 1 şi a 4 25, atunci ecuaţia în 7 este o imposibilitate și sistemul nu uro 
soluţii. 


(a — 235). 


$ 4. Dependenţă liniară 


Fie Y spaţiul vectorial al vectorilor liberi din plen. Adunarea vectorilor 
şi înmulţirea vectorilor cu numere reale generează exprimări de tipul b = 22 4 


+ 24, 2 =zi + nj, ete. 
Fie dy --:, În EV, n E N*. Orice vector de forma 
Di tai fi ape Da ta i aa CR 
se numeşte combinaţie liniară a celor n vectori dy, --:, da: 


Dosiniţie, Voctorii dy -.., d, se numesc liniar dependenți ducă există 
n numere roalo t,, -.. în nu toate nule astfel încît 
tă ae -Fînda = 0. 
Vectorii aa. -.: am_s0 numesc liniar indepondenți dacă nu sînt liniar dopon- 
denţi, adicii dacă orico relație 


tă Foo F tnda = 0 implică 4 = „=0. 


Observaţii. 1) Vectorul liber zero este liniar dependent: 10 = 6. 

2) Orice vector liber nenul este liniar independent: tă = 0, az 0=1=0. 

8) Dacă ă = 0 sau 5 = 0, atunci vectorii a, & sint liniar dependenţi. 

4) Dacă âs --:» ân sint liniar dependenţi, atunci şi da ---: dn, ama --:, Enip SînL tot 
liniar dependenţi. O parte dintre vectorii liniar independenţi ax, ..-, an sint lot vectori 


liniar independenţi 
Vectorii d, ... an sînt liniar dependenţi dacă și numai dacă cel puţin unul dintre vi po 
poate exprima ca o combinaţie liniară de ceilalţi vectori. Într-adevăr, peniru 1; 4 0, 


xelaţia tău o: AF tii + fii + fii + o kt inân = 0 esle echivalentă cu 


"16 


> 


mooromă. Vectorii liberi a, b € V sint liniar dependenți dacă şi numai 
dacă sint coliniari. ; 


Demonstraţie. Presupunem că vectorii ă, b € V sint liniar dependenţi, 
adică ră +sb =0, r24+s?740. Fie ss 0. Găsim 5=—/ă şideci d şi ă sint 
Fi 


coliniari (dacă s = O sau dacă unul dintre vectori este 0, atunci funcţionează 
convenţia că vectorul zero are aceeaşi direcţie cu orice vector). 

Reciproc, presupunem că ă, 5 € V sint coliniari. Dacă d = 0 sau î —0, 
ațunci vectorii â, D sint evident liniar dependenţi. În caz contrar, adică 
a, b e V — (0, notăm cu a, versorul lui ă şi cu B, versorul lui B. Avem 
ă= Nălâo 8 = 81| Bo şi Bo = k o. Pentru Bo = do găsim d =||2|| 8, = 


= 11? Hă = ă şi deci b =tă, unde (= 10 . Deci tă — 15 =0, adică 
d şi b sint liniar dependenţi. Analog se justifică cazul bo = — do: 


Deoarece dependența liniară în Veste echivalentă cu coliniaritatea rezultă 
că orice doi vectori liberi necoliniari sint liniar independenţi. 

mooremă. Oricare trei vectori liberi din V sînt lintar dependenţi. 

Demonstraţie. Fie ă,b, £, e V. Dacă doi dintre ei sint coliniari, atunci 
aceştia sint liniar dependenţi şi deci â, B, 2 sint liniar dependenţi. Presupunem 


acum că ă și b nu sint coliniari, adică sint liniar independenţi. Fie DĂ, 0 și 


gă reprezentanţii lui ă, d, și € (fig. 1.22). Se observă că OC = OM -- ON. 
Po de altă parte, OM şi OA sint coliniari, adică OM = rO0A; analog OWN = 
= sOB. Daci OC = rOA + sOB sau altfel scris € = ră + sd, adică ră + sb — 
—1a=0. 

Această teoremă arată că numărul maxim de vectori liniar independenţi 
din V este 2. 

Deotiniţie. Numărul maxim de vectori liniar indepundenţi din V, adică 

, so numeşte dimensiunea lui V. O pereche ordonată (î, d) de vectori libori 

necoliniari (liniar independenţi) so numeşte bază a lui V. 


Fie (ă, 8) o bază în V, fie 2 un vector oarecare din V şi 01, 0, OU rapre- 
zentanţii vectorilor ă, d, &. După cum am arătat în demon ţia teoreinei 
precedente (fig. I. 22), relația OC = 0 + 
+ ON =rOA + sOB este totuna cu 

e=ră +5, 
adică orice vector liber 2 poate fi exprimat ca 
o combinaţie liniară de ă şi D. Se observă că 


pap 40), pa IO.N), 
d(0 A) d(0,8) 
pentru fiecare luindu-se + sau — după cum 


vectorii respectivi OM şi OA, ON şi OB sint 


= lin. indep. 


E ra 0 aa ae 
roata 0] Pra 0. au 000, 


erele reale r și s definite prin 2 = ră + sb se numesc coordonatele 
lui liber 2 în raport cu baza (4, 5). Dacă la ficoare vector 2 li asociem 
„perechea ordonată (7, s) a coordonatelor faţă de baza (ă, B) obţinem. o oores- 
pondenţă biunivocă între V şi Re. Această corespondenţă se numeşte sistem, 
de coordonate pe Y determinat de baza (d, ) şi se notează prin scrierea alătu- 
rată a vectorului şi a perechii coordonatelor sale, adică a(r, s). 

Cazuri particulare: 0(0, 0), a(1, 0), B(0, 1). 

Peoremă. Fiee,(r,, si) Şi Cal(ra 5a) doi vectori liberi daţi prin coordonatele 
dor în raport cu o bază (ă, b) fixată în V. 


1) Vectorii 2a şi Ea sint egali dacă şi numai dacă au coordonatele corespon- 
dente egale, adică 


E = far Sa, si Sa. 
2) A aduna pe £, cu 2 înseamnă a aduna cocrdonatele corespondente, adică 
2 + 2a are coordonatele (ru + ra, sa + Sa). 


3) A înmulji pe &, cu numărul real t înseamnă a inmulți coordonatele lui a 
cu î, adică i 


12, are coordonatele (tr, t5,). 


4) cu este coliniar cu 23 dacă şi num ci dacă coordonatele lor sînt proporționale, 
Demonstraţie. 2)  inind seara de proprietăţile operaţiilor cu vectori liberi 
găsim A 
2 cf Za => (ră + 515) + (raă + su5) = (asociativitatea şi comutativitataa 
sumei, (mă + rsâ) + (s,b + 325) = (distributivitatea înmulţirii faţă de adu- 
narea numerelor reale), (7, + ra)ă:+- (sa + sa)B. 
1), 3), 4) Temă. ă 


PROPLEME REZOLVATE 


1. Fie a, d, c lungimile laturilor şi e, B, y măsurile unghiurilor unui tri- 
unghi. Să sa arate că oricare ar fi veotorii 2, , 2, următorii veotori sint, liniari 


depenilenţi: 
1) az +99, (sin a)z + (sin 6); 
2) b7 + ez, (sin £)7 + (sin x); 
3) cz + az, __ (sin y)z + (sin a)z. y, 
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Selujia. Ne oprim la cazul 1), celelalte trattndu-se analog. Teorema sinusurilor implică 

= 2 Rsin a,b = 2Rsin A. Rezultă az + b9 = (2 Rsin a)z + (2 Rsin PD = 2 Ri(iina)z + 
| (sin 6)9] şi deci 1. (az + 49) — 2 H(sin a)z + (sin b)] = 0. Deoarece există porechea 
numere reale nenule (1, 2R) care au o combinaţie liniară egală cu vectorul zero, vectorii 
az + U7, (sin c)z + (sin 6) stat liniar dependenţi 

2. Fie a, d doi vectori liniar independenţi. Ce relaţie trebuie să satisfacă 
umerele z, y, 2, u pentru ca vectorii ză + gb, ză + ub să lio liniar indepen- 
denţi? 


Solutie. Egalitatea r(ză + 5) + s(ză + ub) = 0 este echivalentă cu (re ++ s5)2 + 
pe (my ami =. Aceasta din urmă impreună cu ipoteza că 2,b sint liniar indopenânţi 
implică re + sz — 0, 7y 4 su = 0. Astfel perechile (7, s) trebuie să fie soluţiile unui sisteni 
liniar și omogen. Sistemul admite numai soluția 7 = 0, s = 0 dacă și numai dacă zu — 
—pazo. 

3. Un corp cu greutatea de 200 N este suspendat cu ajutorul unei bare 
solida articulată la un capăt, de masă neglijabilă, şi en ajutorul unui fir, ca 
in fimara 1.23. Să se determine mărimea tensiunii în fir şi mărimea torței de 
compresiune a barei. 
= Sotuţie. lzolăm punctul M de sistem şi figurăm forţele care acţionează asupra lui (fig. 
1.23); 2 este greutatea corpului, Z este tensiunea în fir, iar E este forţa de comprosiune 
a barei. Sistemul se află în echilibru dacă şi numai dacă Z + F = —G. Cu ulte cuvinle 
vrotorul —€ a tost descompus după vectorii 7 şi P. Rezultă || 7 | = | cos 50'= 


= zoo We N, IP i= WE iicos 60 = 100 N. 


4. Fie triunghiul ABC asttel incit Şă, CĂ, AZ să fie reprezentanţii veo- 
torilor ă. B, respeotiv 2. În V fixăm baza (ă, D). SA se găsească coordonatele 
veetorilr &. AA BB CC unde A, Bu Ca sint respectiv mijloacele laturilor 
(BC). (CAI, LAB, Să se arate că [AA], (BZLCCI) pot fi loturile unui 
triunghi. 


1 
2=a= oa) 


BE, și CC, taţă de baza (a, 5). 
În general, segmentele ncorientate corespunzătoare reprezentanţilor vectorilor liberi 
2, 9, 7 pot fi laturile unui triunghi dacă şi numai dacă 2 + 9 + D = 0. în cazul nostru, 
AA, + BB, + CC, = O, adică [AA [RR], [CCA] pot fi laturile unui triunghi, 

5. Fie un triunzhi ABC, iar (AB, AC) baza lui V. 

1) Fie P simetricul lui B în raport cu C. Să se găsească coordonatele vecto- 
rului AP. 


2) Se inu punctele O şi R asttel încit 40 = 47, AR = A AF. SA se 


E 


determine coordonatele vectorilor RO, BP şi să se arate că punctele P, QR 
sint coliniare, 


Soluţie -23). 1) Urmărind figura şi ţinind seama de ipoteză păsim AP = AF + 
+ BP = AB + 2050 — AB + 2(7A + AC) = AF — 2AP + 240 = — AB + 246, 
adică (—1,2) sint coordonatele lui AP în raport cu baza CIB, AC). 

2) Analog, 


TO = EA + 49 = — A AP + 18, 


RP = EA + AP = RA + (AB + BE) = — AB + 48 + I06 = 2 AB + 


4 2(54 + 40) - 45 — 248 + 248 = — 


«le 
+ 


adică (=2 2) (= 4 / -) sint respectiv coordonatele vectorilor AQ, ÎI în raport 


cu baza (AH, 40). 
Punctele P, Q, R sint coliniare deoarece se verifică relaţia RP = 4RQ adică roprezen- 
tanţii 725, Fă sint coliniari. 
6. Se dau â(1, 2) şi (2 —2y, z +). Să se determine z şi 7 astlel 
încit ă = 3. 

4 Soluţie. Reamintim că doi vectori ra- 
portaţi la aceeaşi bază sînt. egali dacă şi” 
numai dacă au coordonatele curespon- | 

& donte egale. Deci a=boz—2y=1, | 
+ y = 2. Rezolvind acest sistem găsim 


Pi 


5 1 
z==,ysil. 
E dale) 


7. Fie (â, d) o bază în V şi vectorii 2(—1,1),7 (n, 2), 2 


ă se calculeze, coordonatele vectorilor următori 


a+>+2, 2+9—95, 

2n +35 —a, a—25—20. 

Văa — +20, a+i o—4p. 
= 


Soluţie,  Întrucit tehnica de calcul este esenţial aceeași ne oprim la următorul caz, 
celelalte răminid drept teme. 
a+lo—s0=(-a+5) + (a+V/35)— « [za = :) = (distributivitatea 


înmulțirii cu numere reale faţă iri adunarea vectorilor, asociati 


alea 


comuta livi- 


tatea adunării vectorilor), —a +4 b — 2a + 65 = (asociativilalea adu- 


mării şi distributivitatea” înmulțirii faţă de adunarea numerelor reale), —22 + 


E. (2 ră 2) 5. Deci coordonatele vectorului 2 4-A: o — &9 sint | — 


Acestea 


putouu fi găsite şi direct ţinind seama că „coordonatele unei sume algebrice sint suma 
algebrică a coordonatelor“, 


$ 85. Proiecţie ortogenală 


=, 
io ă € V şi d o dreaptă din plan. Notăm reprezentantul lui d prin AB. 


Presupunem că AB nu este nul, iar dreapta AZ nu este perpendiculară 
pe d. Prin A şi B ducem dreptele h și respectiv perpendiculare pe d. Notăm 


(4 =n0 d, (B)=FN d şi construim 478" AB (fig. 1. 26). Segmentul 
A 


: 4 Rasa 
este proiecția ortogonală a lui AB sau a lui 47” pe d. 

meorom ăi. Vectorul liber AB nu depinde de reprezentantul AB al lui ă. 

. a SR — — 
Demonstraţie. Fie ED un alt reprezentant al lui ă, iar CD", CD” segmen- 
sia as 

tele orientate construite după acelaşi procedeu ca şi AB”, respectiv AB”. 
Trebuie să arătăm că AB = 


Ps Ă Li 
= C'D' (tig. 1.26). zi: 2 
dj za am 
Seumentele A'B şi C'D' au: A fa 2 
(4) aceeaşi direcţie deoarece sint 78 
situate pe dreapta d, (2) acelaşi 27] 7 z 
sens deoarece B'se află la dreapta  % Li 


lui A”, iar D! se află la dreapta 


21 


ime deoarece triunghiul A'B'B” este congruent cu 
; 3 == 

De aceea A'P — CD. i 

pta AB este perpendiculară pe d, atunci A'=— B' şi deci A'B* 

orientat nul. Dacă a = O, adică A = B, atunci din nou A' = 


BI şi deci A7P' este segmentul orientat nul. 
Explicaţiile precedente justifică următoarea definiţie. 
Ei Detiniţie. Vectorul liber A'B' se numeşte proiecția ortogonală a voe= 
torului a pe dreapta 4 şi se notează cn m(ă). 
Tooromă. Un vector liber are aceeaşi proiecţie ortogonală pe două drepte 
paralele. 


Demonstraţie. Fie veotorulă reprezentat de AF şi d. d! două drepte paralele. 
Cazurile A = BşiA 4 B.AB_L d,d' sint lăsate drept temă, Situaţia stan- 
dard este prezentată de figura 1. 27 în care bi kLd,A Ed, (E) =, 
(PF) = nd, 46) = kN d. Rezultă că FGEA estă un dreptunghi şi deci 
ab = Fe. 

. Din această teoremă rezultă că proiecția ortogonală a unui vector liber 
pe o dreaptă d nu depinde decit, de direcţia lui d. De aceea dacă 2 este un vec- 
-tor nenul, de aceeași direcţie cu d, atunci în lac de proiectia ortogonală a lui. 
ă pe d şi notația ma(ă) vom utiliza denumirea de proiecția ortogonală a ui ă 
pe vectorul nenul N şi notația mu(ă). 
Dooremă. Pie a € V — (0). Pentru orice ă, b E V şi orice număr 
real t avem 


Ta(ă + d) = ru(3) + ru(b), i 
Ru(tă) = tmu(ă). la 

Proprietăţile cuprinse în această teoremă arată că ma:V = V,ă — mu(2) 
este ceva'ce se numeşte o funcţie liniară. 

Fie A un vector liber nenul şi 2 versorul său, âdică n = 2 za ln =. 
Dacă ă este un vector liber arbitrat, atunci z,(â) este un vector coliniar cu 
ue şi deci există un număr real pruă astfel încit zu(â) = (pruâ)ao (fig. 1.28), 

Definiţie. Mimărul real pruă detinit prin relația zu(â) = (pru)de 
se numeşte mărimea algebrică a proiecției ortogonale 7,43) 


> 


Dă 
Ea A Fa pai 
1. 29 Fig. 1. 30 


zi 
Tig. 


Proprietăţile lui 7; implică 
pra(ă + 2) = praă + prab, 
Pra(tă) = tpruă, vă, db e V,vveR. 


a = 4 
Rio ăi doi veotori liberi nenuli și CĂ, respectiv OB + reprezentanţii acestor 


vectori. Unghiul e € [0, x] determinat de GĂ şi OB se numeşte unghiul 
dintre vectorii ă şi ți (fig. 1.29). Această definiţie este corectă întrucit originea 
îi O a reprezentanților nu joacă nici un rol. Dacă cel puţin unul dintre 
ă şi b este vectorul zero, atunci unghiul e € [0, x] dintre ă şi b este 
nedetorminat. 


Vestorii nenuli 2 şi B se numesc ortogonali dacă unghiul dintre ei este 2. 


A dmitem că O este ortogonal pe orice vector. 
Cunoaşterea unghiului dintre vectorul 4 şi vectorul nenul 2 pormite să 
explicitim numărul pruă în funcţie de || â || şi de cos e (fig. 1.30), 


pruă = || Ilcos e. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau vectorii nenuli d, B. Ce relaţie trebuie să existe între 2 şi b pen- 
tru ca vectorul 2 = dă + B să aibă direcţia bisectoarei unghiului determinat 
Pee 
de reprezentanţii AB, AD ai lui 4 respectiv D? În această ipoteză să se explici- 
teze zu(â), ra(0), nulă + b) şi relaţia dintre aceşti vectori. 
Soluţie (fig. 1.31). Se observă că reprezentantul lui a este 25, figura ABCD fiind un 


parulelogram. Dacă AC este bisectoarea ăia BAD, atunci ABCD este un romb. 
Rezulta jăl= 81. 


vident AC | BD, ca diagonale în rombul 
ARCD. Notind (0) — AC N BD, segmentul, orientat 
Z6 esta reprezentantul lui mg(â) şi al lui z,(5). Deci 
mul) = ua(5). Pe de altă parte, „(2 + 5) = ru(A4C€) = 
= 20 = 240, 40 = 06, adică n,(a + 5) = xu(ă) + 
+ alb). 


2. Fie semidreplele [OA, [OB şi 
e măsura unghiului determinat de 
ele. Fie MEOA şi NE |OB asuiel 
încit d(O, M) = d(0, W). Notăm 
proiecția ortogonală“u lui pe OB 
cu M", iar proiecția ortogonali « lui 
N pe OA cu N". se arate că: 

N 1) prez CU = prou0W, 
aL de 2) areptele MN şi MW! sint 
“ paralele. A 

Soluţie (fig. 1.32). 1) Evident, pro DA = || OA7|| cos p = INOX || cos e = ProaON. 


2) Fio-—Î..—OXt versorul lui DAE şi Ton 2N versorul lui DX. Giisim XA = 


Nou || 
0 dar) [0 n 37 Dj 19% 
= OM'-—ON! = ro a(0M)— oailON) = (pro 0ă7) i — OM — (prozr0Ni oap 20 = 


= (cos e) (OM — ON) = (cos ș) VAZ, adică vectorii nenuli WM şi NAI sînt coliniari. 
Deci MN || M'N'. 


Temă. Comparăţi la 2) — soluţia cu varianta sintetică, 


ui 


$6. Produs scalar 


Fie ă şi b doi vectori liberi. Dacă â O şi D740, atunci notăm cu PEL0,z] 
unghiul dintre ă şi 5. 

Detiniţie. Numărul real 3 

a-5 —|lă II Id llcos g, dacă a z 0, şi dz 0, 
0 „dacă âă = 0 sau 5=0 
se numeşte produsul scalar al vectorilor şi 5. 

Altfel spus produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul lungimilor 
lor prin cosinusul unghiului dintre ei, comproinisul pentru vectorul ze. fiind 
evident în consens cu definiţia iniţială. 

Produsul scalar a doi vectori nenuli este un număr strict pozitiv dacă un- 
ghiul dintre ei este ascuţit, adică e E [o 3). sau strict negativ dacă unghiul 


dintre ei este obtuz, adică e € E. 7]. Produsul scalar este nul dacă şi 
numai dacă cei doi vectori sint ortogonali. 

Asociind fiecărei perechi de vectori liberi produsul lor scalar obţinera o 
funcţie -: V x V — B numită produs scalar pe V. 

Pooremă. Produsul scalar are următoarele proprietăţi: 

1) comutativitate: ă-d = b-a, va, be V; 
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2) omogenitate: tă - 6) — â)- b — ă"(b), vLEeR, vă, be V; 

3) distributivitate faţă de adunare: ă-(b + 2) =ă: b+ă-£, vă, d ceV; 
=ă: > 0, vae V; â:-â=0-aâ= 
Demonstraţie. 4) Dacă ă =0 sau b =0, atunci ă-:b=b-ă 
= 0 şi Bz 0, atunci ă-B = lălildijcos e = ldl[]ăllcose = 8-a; am 
inut seama de comutativitatea produsului numerelor reale şi de faptul că 
nghiul dintre ă şi b coincide cu unghiul dintre b şi â. 

2) Temă. 

3) Cazul ă = 0 este evident. Pentru a demonstra această proprietate în 


4) pozitivitate: ă 


; dacă 


ipoteza d 4 O ne ajutăm de noţiunea de mărime algebrică a unei proiecţii 
ortogonale. 

Fie 2 un versor şi D un vector oarecare. Se observă că pri = 2.5, adică 
miisura algebrică a proiecției ortogonale a vectorului b pe versorul 2 este pro- 
“dusul scalar dintre d şi 2. 

Txprimăm pe ă 4 0 în forma ă = ||ăl]a, ||2|| = 1. Relaţia prs(5 +2) = 
= prab + pr;z este echivalentă cu 2- (+2) =2-bţa2-8. Înmulţind cu 
Ja] şi ţinind seama de 2) deducem (|jăle)-(% + 2) = (lăl2)-2+(lăll2): 
eue.td, 

4) Demonstrația este imediată, Facem însă observaţia că relaţia ă-ă = 
= ||ă [2 este echivalentă cu ||â|| = V/ă-ă, ultima permiţind calculvl lun- 
gimii vectorului liber ă dacă cunoaştem produsul scalar ă- â. 

Definiţia și proprietăţile produsului scalar conferă spaţiului vectorial al 
vectorilor liberi din plan o structură de spațiu cuclidian. 

Consecințe. 1) Relaţia |cos e| < 1 implică inegalitatea Cauchy 


Jă- 31 < Vă luzi 


Astfel modulul produsului scalar a doi vectori este cel mult egal cu produsul 
lungimilor celor doi vectori. Egalitatea are loc «= cos e = 1, adică g = O-sau 
me cei doi vectori sint coliniari. 

2) Inegalitatea lui Cauchy implică inegalitatea triunghiului (Minhowshi ) 


lă —- 81 s Năl + 2: 
Intm-adevăr, |lă + 5 = Vă rar =Vă-ă pad 45-5= 


= Vă + 23:8 + UB < Vă + 21a ZU -FUZIE = all + 3: 
Byvident avem egalitate = ă-b = |a- 58| = lăl|ld| a, 8 (sint coli- 
“niari şi) au același sens. 
3) Fie (a, 2) o bază în V şi â=—ra + 545,0 = raft + sad. 
Proprietăţile produsului scalar implică 
â- 8 = (ra + 8): (ra + sa) > ee > Para 2- 2) + (rasa + ras) (2-2) + 
- A+ SS - 2). 
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Cu alte cuvinte produsul scalar d: d va 
fi cunoscut dacă se dă tabelul 1. Pentru 
calcule este avantajos să alegem baze pentru 
care tabelul 4 să fie cit mai simplu posibil. 
Acesta este și cazul bazelor formate din 
versori ortogonali. 


Zu ap Sl Î 
a la-a a-d i [ici î-j=0 
Fig. 1.38 o |o-a o. 3 li-i=0 j-isi 
TABELUL 1 TABELUL 2 


Bază ortonormată. O bază din V formată din versori ortogonali se numeşte 
bază ortonormată. Fie (i, ]) o bază ortonormată, adică o bază care satisface rela: 
ţiile din tabelul 2. Coordonatele vnui vector d (fig. 1.33), în raport cu o ase- 
menca bază, se numesc coordonate euclidiene. Presupunind ă = rii -+- suj, se 
observă că î-ă = r, = priă, j:3 = si = prjă, adică coordonatele euclidiene 
sint măsurile algebrice ale proiecţiilor ortogonale pe versorii î, respectiv SE 

Dacă ă = ri + suj, B = rai + se], atunci se conatată â-b = rara + Susa 
adică produsul scalar a doi vectori raportați la aceeaşi bază ortonormătă este 
suma produselor coordonatelor corespondente. În particular, punind,2 =/b 
găsim 


Na = VArs, 
adică lungimea unui vector este egală cu rădăcina pătrată a sumei pătratelor 
coordonatelor euclidiene. 
Se observă că 
ă_ bora Ss =0, 
adică doi vectori raportați la aceeaşi bază ortonormată sint ortogonali, dacă 
şi numai dacă suma produselor coordonatelor corespondente este nulii. Mai 


mult, pentru &, b € V — (0), avem 
a-5 Tara -+ Susa 


au ara a 


cos e = e EL0, n]. 


Ei 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Știind că â4+B4+Ee=0,ă=41, ||8|| =4, aj =4, să se calculeze 
a-b+b-a+e-a. 


Soluţie. Prin definiţie (a + B +2): (2 + b + 2) = 0-0 finind seama de distri- 
butivilatea faţă de adunare găsim â-ă + ă-b + â-2+ sas. ba b-aa-a+ 
+a-Bra-2=0; po; tatea şi comutativitatea npliea Nae ++ De + ze + 


p 2(â-5 + B-a 2-2) =0. Deci a-B + -ae-a= 
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2. Să se verifice că vectorii 


Fin 2 A 13 7 
a = (ă- be —(ă-2), o aaa [Ă 


+ ortogonali faţă de â. 


Solujie. Etecinăm a-ă ţinind seama de "aistributivi- 

te şi omogenitate, 

„a = a:[(a-bi2 — (2-25) = a-ta- Bz] — a-(la-21 = 
= (a-8) (a:2) — (2-2) (2-5) =o0. 

Analog, se calculează 2-0. 


„Fig. 1.84 


3. Să se arate că dacă ă şi d sint ortogonali, atunci vectorii ă + b și â— d 
iu normele egale. 
Soluţie (lig. 1.34, cazul vectorilor nenuli). Trebuie să demonstrăm implicaţia 
a:b =o0o=ia+b=ua=— 5. 
Într-adevăr, 
at Bu Va FO Gr = Vaz 235 735 = Va + UBB 
a su Va ad = aa za: 6-8 Via + 


4. Ştiina că |a|| = 14, o[=V3, înr unghiul e dintre a şi 7 este 2» 
să se datermine 7 astfel încit â = ra + 2, b = —a + 22 să fie ortogonali: 


Soluţia. Conăiţia a-B = Oeste echivalentă cu (ra + 9)-(—a -- 20) = 0 sau —r(a-2) + 


vă _v 


+ (er —1)a:0-+20-0—0. Deoarece 0-0 =/dcos-t =V/2: găsim 
3 
aaa Ea o, alia 2/58. 
2 2V/6 


5. Se știe că vectorul ă ++ d este perpendicular pe vectorul î — 35, iar 
vevtorul Bă — 25 este perpendicular pe vectorul â — B. Să se găsească ă şi 3. 


Soluţie. Relaţia (a + 5)-(a — 35) = 0 este echivalentă cu la]? — 22:5 — 3 |IB|P = 0, 
iar relația (ă — 20)-(2a + 5) = 0 este echivalentă cu 2|lâli* — sa-d — 215| 0. 
teliminind termenul care conţine pe â-b găsim ||â |: + 5Il&|[* = 0. Deci |jâl| ="0, || ZI 0, 


adica a = 5 =0. 


6. Utilizind produsul scalar și definiţia liniar independenței, să se arate 
că ovice doi vectori nenuli ortogonali sint liniar independenţi. 


. Relaţia ră + s5 ="0 
0, rta-5) + siăe= 0. 


Suluţie. Fie ă şi B doi vectori nenuli, cu proprietatea 2-8 — 
implică (ră + s5)-ă = 0, (ră + sb)-b = 0, adică ră + s(8-a) 
Acestea din urmă împreună cu ipotezele implică r = 0 şi s = 
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7. Să se arate că înălțimile unui triunghi 
sint concurente. 

Soluţie. Fie înălțimile AA” şi CO și ZI punctul lor 
de intersecţie. Unim pe B cu ZI şi prelungim sesmen- 
tul [247] pînă în B” (fig. 1.35). Deoarece BU=H10—HB, 
AB = HB — HA, relaţiile AA' | BC, CO' | AB 
sint echivalente cu Z7A.(HC — HE) = 0, HC.(Hi— 
— HA) = 0. Aceste două egalități implică IE. (IIA— 
0, adică IZB-CA = 0 sau HP! LC. 


“Tom ă. Comparaţi soluţia vectorială cu cea sintetică: 
8. În V se fixează o bază ortonormată (Î, j). 
1) Să se calculeze E 
(i — 00, QE+3))- (ri —V/2). 
2) Să se determine unghiul vectorilor 
Ia ELA 
3) Să se arate că vectorii 
2 +, i+2i 
sint liniar independenţi. 
Soluţie. 4), 2). Se folosesc formulele stabilite la partea teoretică. Deci 
(E— De) = 2, 0 + 3) (ni —p2)) 2/3 
It Ut d ) = 
S09 9 O FER IE VECI TV 
3) Reamintim că doi vectori nenuli raportați la aceeaşi bază sînt necoliniari (saw + 
liniar independenţi) numai dacă nu au coordonatele proporţionale. În cazul nostru 


„adică ş = arecos 


a 4 
LI 
şi de aceea cei doi vectori nu sint coliniari. 


$ 7. Probleme propuse 


_ = 
1. 1) Să se arate că două segmente orientate AZ şi CD sînt echipolente, dacă şi numai 


dacă segmentele orientate AD şi CB au acelaşi mijloc. 
2) Fie A, 4, B, B' patru puncle în plan. Dacă notăm cu M, Y două puncte din 


acelaşi plan, astfel încât AN = AA şi BN E BB, să se arate că 2MN= AB + AI 


—- 
Indicaţie. 4) Miilocul segmentului orientat AD este un punct O de pe dreapta AD 
cu proprietatea d(A4, 0) = d(O, D). Se vor cerceta separat cazurile: punclele A, B, C, D 


coliniare, punctele A, B, C, D necoliniare. În cazul necoliniaritaţii, AJ = CD «e ABOD. 


_ 
este un paralelogram = AD şi CE au acelaşi mijloc. 
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8. fio APCD un patrulater convex. Se noicază cu 0. Oa, mijloacele diagonalelut LAC) 
pecliv [BD]. Să se arate că: 


1) 20,0, = AD — BC, 
2) dacă 40,0. = AD — EC, atunci ABCD este un paralelegram, 


Indicaţie. 1) 0,0 = 40, + 03D — EC = OA + AD + DO. 
2) Relaţiile din 1) şi 2) implică 0,0 
3. So dau vectorii a = —4 + 5], 2 
Să se calculeze 2 + 5 +8, 2—5, 5-2. 


—9j, pa —2i — 9]. 


i Ed e _ 
4. Trei vectori au suma egală cu d, şi sint necoliniari. Notind cu OA, OB respectiv 


O reprezentanţii celor trei vectori, să se arute'că O este cenirul de greutate al iriun- 
phiului ABC. 


— 
Indicaţie. Pe DĂ şi DE construim paralelogramul OA BC. Notind cu E centrul paralo- 


— e 
vogramului OABC găsim OB = —20E. 
5. Fie triunghiul ABC şi A, B', C' miiloacele segmentelor [BC], (CA), [AB]. 
1) Să so arate că pentru orice punet A al planului avem 
MA + MB + MC = 3MA + AZ = BB + 287 = 3MC + 200. 
2) Să se arate că există un punct G şi numai unul (centrul de greutate al triun- 
ghiului ABC) cu proprietatea 


05 


GA + GB + GC 
3) Sa se domonstreze că orice punct M al planului satistace relaţia 


MA + MB + MC = 3MG. 


Indicaţie. 2) Se ţine seama do relaţiile din 1). 

6. Fie două triunghiuri ABC şi A'B'C” de centre do greutate G şi G'. SA se verifice rela- 
ţia A47 + 7 + CO — 580 şi cu ajutorul acesteia să se dea o condiție necesară şi sufi- 
cientă pentru ca cele doui triunghiuri să aibă același centru de greutate. 


Indicaţie. Fie A, mijlocul lui [BC], Ai mijlocul lui [&C] ete. Rezultă: A. 
E aa, PG ++ E AA” şi alte două relaţii analoago. 


7. în vteturile unui pătrat cu latura a se află sarcinile electrice pozitive egalo cu +-g. 


ivă —Q. Să se calculeze raportul 
1 


astfel încât forţele care acţionează asupra Ziecărera din cele patru sarcini electrice q-să aibă 
rezultanta egală cu zero. 
R. Se ţine seama de legea lui Coulomb. Asupra fiecărei s 


în centrul pătratului se pune o sarcină electrică nega 


ini electrice g acţionează 
2/2). 
8. Fio punctele A,B,C,D şi numerele a, b, c, fixate. Pentru fiecare z e R definim 
punctele M,N,P,Q prin 
BM = (a + DBA, EN = b — 280, 
DQ = (o + a)DA, DE = (e — ADC. 


patru forţe al căror echilibru conduce la relația 2 = Sea 
4 


——— 7 PI SP PC ap > 
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“Indicaţie. ME + NO se exprimă în funcţie de a, b, cşi de AB, BC, CD, DA. 
9. Fie ABCDE un pentagon regulat înscris în cercul de centru O R, 

41) Fixina baza (OA, 05) să se găsească coordonatele vectorilor GC, OD, OE. 
2) Să se arate că GA + DB + 05 + 0D + 0E 


n. 00 (a, i ). 25(- Al „SE a 
2 cos 36* 2 cos 36* 2 cos 36* 2 cos 360” 


10. Fie A,B,C trei puncte în plan, astfel încit vectorii AB şi AC să fie liniar indepon- 
denţi. 

1) Să se arate că relaţia TB = 4, HE dotineşte un punct M din plan, dacă 4 e R+(l). 
iar vectorii ME şi FC sint liniar dependenţi. 

2) Se consideră punctele N şi P care verifică relaţiile NC = NA şi PA = PE, 
ta b SR — (1). Să se exprime vectorii FN şi PM in raport cu baza (AȘ, AC) 

3) Ce relaţie trebuie să verifice numerele reale 4, ta, ta pentru ca vectorii PN şi PUI 
să tie liniar dependenţi? 


Să se veritice că MP + NQ este un vector constant. ; 
| 


R. 1) BC este nenul şi deci MB 
şi 2 3% C arată că A C şi decir — 


2) EN mo 25 + o 20, Par = | 
Asa 1 1 


3) tata = 1. 
11. Fie n, 5, DY detiniţi în raport cu baza (a, 3) prin egalităţile a = 8a — 25 
D=ză +75, D=8a+pb, zveR. 
1) Pentru ce valoare z e R vectorii n 
2) Pentru ce valori y e R vectoi 


d sint liniar dependenţi? 
şi fă sint liniar independenţi? 


Ei 16, 
R.baz=-—; i 
a ii 2) ysk Şi 
12. Fie (î, J) o bază ortonormată şi vectorii a = 3î +4], 5=42—3],0=2i4] 
Cea pp) E 
Epica SE = 
cpr 75) 


1) Să se calculeze normele acestor vectori. 
2) Care sint versorii asociaţi acestor vectori? 
3) Să se calculeze a-ă, ă- 5, 5-5, 2-2. 
15. Fie a şi B doi vectori ortogonali şi cu normele egale. Să se arate că vectorii care 
formează următoarele perechi sint ortogonali: 
1) 2a +5 şi a— 2%, 
Ei EI 


3) —0,2ăâ + 1,65 şi —1,6a — 0,25. 


14. Fie (î, ]) o bază ortonormată a lui Y şi vectoriia = 27 + ],5=î+2]. 
1) Să se găsească vectorul 3 ortogonal pe î şi cure satisiace condiţia â- d = 3. 
2) Să se determine 7p(2) şi mărimea algebrică a acestei proiecţii. 


R. 1) 5 = 3j; 2) Se determină tşi 2 = zi + yjasttelîncit B+4+2=39, b'8=0. 
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Rezulta 7p(0)— 26, prg0 = Pg 


15, În triunghiul ABC, mediana corespunzătoare laturii [477] intersectează cercul 
ireuraseris triunghiului în punctul D. Să se arate că dacă mijlocul G al coardoi [CD] este 
trul de greutate al triunghiului ABC, atunci 26% = a? + ba. 

Indicaţie. Fie O centrul cercului circumscris; 


aa. - (04 + GB + 00), GE = E (04 + 98 — 200), DE: CE = 0 => 2 cos 20 — 
cos 24 — cos 2B = 0; se ţine scama de teorema sinusurilor. 


16. Fie V spaţiul vectorial al vectorilor liberi şi (a, 2) o baza în V. Notind cu 
= ra + s0 un vector arbitrar din V, definim funcţiile m: VP —[0, co), ma(â) = maxtrl, 


3), nl) = Vă, n(â) = Ir | + ls. Să se arate că 
naţă) < na(a) < na(3) < 2ni(3), (2) < nasa) s V/2 mită), 


(3) = Dea = 0, mita) = je Inita), mită + 5) nula) + mb), re, der. 
ndicaie. Primele, relaţii se transcriu: 


maxiiri, ls spyErasis |nr sis 2 maxtiir, ls) 


Capitolul | 
DREAPTA 


$ 1. Reper cartezian 


Geometria analitică în plan este o metodă care constă în studiul figurilor. 
geometrice plane cu ajutorul numerelor reale sau a perechilor ordonate de | 
numere reale. Prin aceasta raţionamentelor sintetice li se substituie raționa- 
mente algebrice. Calculul vectorial poate servi ca instrument de bază în această 
convertire. 

Vie planul p şi Y spaţiul vectorial real al vectorilor liberi din acest plan. | 
Dupi cum s-a văzut în Capitolul 4, $ 4, fixarea unui punct O în plan permite. 
stabilirea unei bijecţii naturale între p şi V: fiecărui punct M € p i se uta- 
şeazii vectorul de poziţie, r = OM, al punctului M faţă de originea O. Origini 
O se p îi corespunde vectorul de poziţie 6 € V, iar simetricului lui M faţă de 
origine îi corespunde vectorul de poziţie —F, 

Avind în vedere unele avantaje în raționamente și calcule se preferă deter- 
minarea punotelor din p cu ajutorul vectorilor de poziţie în raport cu originea 
O. iar pentru vectorii liberi se preleră reprezentarea lor în raport cu o bază 
ortonormată din V. 


Definiţie. Fio O un punet din p şi (, 7) o bază ortonormată a lui V. 
Ansamblul (O; î, j! se numeşte reper cartezian în plan (fig. 11.1). 


Punctul O se numeşte originea reperului, iar (i, j) se numeşte baza reperului. 
Coordonatele euclidiene (z, ş) ale vectorului de poziţie r = Di = ai + ui 
(fig. 11.1) poartă numele de coordonatele car- 
teziene ale punctului M faţă de reperul orto- 
normat (0; i, 3). Numărul real 2 = î-7 = 
= pri7 se numeşte adscisă, iar numărul real 
y=Î-P = pr? se numeşte ordonată. Fi- 
xarea unui reper cartezian în plan deter- 
nină o bijecţie între p şi R2: fiecărui punct 
ME p i se ataşează coordonatele carteziene. 
Fig. W.1 Această bijecţie se numeşte sistem de coordo- 


304- m 


Fig. 11.3 


ate cartezian detinit de reperul 40; î, ji pe mulţimea punctelor din plan 
ii se notează prin scrierea alăturată a punctului |și a coordonatelor sale, 
dică M(z, 9). 

Axa determinată de punctul O şi de versorul î se numeşte aza Oz sau 
aza absciselor, iar axa determinată de punctul O şi de versorul ] se numeşte 
aza Oy sau aza ordonatelor. Toate punctele de pe axa Oz sint caracterizate 
win faptul că au ordonata nulă; toate punctele de pe axa Oy sint carac- 
terizate prin faptul că au abscisa nulă. 

Deseori reperul cartezian este indicat prin z0y, prin aceasta înţelegindu-se 
că s-a fixat originea O şi axele ortogonale Oz şi Oy (fig. 11.2). În acest caz 
'versorii ortogonali i şi j rezultă din context. 

Asele impart planul în patru regiuni 
y 20, y >O0 II ia < 0 y 04 Il :a <0, y <051Viz>0, 
y = 0, numite cadrane deschise. Mulțimea (M(z, y)| 2 E Ry >0) se numeşte 
semiplanul superior, iar mulţimea (M(z, )| z E BR, y < 0! se numește semi- 
planul inferior. 

Fie 40;î,j) un reper cartezian în plan şi M(z,, 74), Ma(Zas V2) două punote 
date. Vectorul liber MA, reprezentat de segmentul orientat JM este dite- 
renţa dintre vectorul de poziţie al extremității A/3 şi vectorul de poziţie al 
originii M, (fig. 11.3). Deci 

MM = 0 OM, = (23 — zi + (ya — va]. 
De aici obţinem distanţa dintre punctele M, şi Ma, anume 
AM, NM) 

Observaţie (fig. 11. 2). Notăm lungimea ||7|| cu p şi unghiul dintre şi 7 cu 0. 
Unghiul 0 se consideră pe intervalul [0, 2m). Rezultă z =pcos 0, y p sin 0, adică 
fiecărui punct M i O din plan i se poate asocia o singură pereche ordon de numere 


reale (p, 0),p e [0, 0), 00, 2). Numerele pşi 0 se numesc coordonatele polare ale 
punctului M. Se serie A (e, 0). 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Intr-un reper cartezian (O; î, ]) se dau punctele A(4, 4), B(—1, —3), 
C(8, 0), DUO, 4)- 
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a — matematica — Geometrie analitică i. a 31-a 


7 


Fig. Ia Fig. 11.5 


4) Să se scrie coordonatele vectorilor AB, AC, CD, DB şi BC. 

2) Să se calculeze lungimile vectorilor BA, BC şi X ABC. 

3) Să se calculeze produsele scalare AB - CD, AC : DB şi să se arate că 
fiecare dintre punctele A, B, C, D este ortocentrul triunghiului format de cele- 
lalte trei puncte. 


Soluţie (tig. 11.4). 1) Deoarece DA = î + ], OB = —î — 3], rozultă AB = OB —0A4 = 
1 — aj) — (+ ]) = —2I — 4]. Deci AB are coordonatele (—2, —4). 


Analog AC(7, —1), CD(—8,4), DE(—1, —7), BCU, 3). 
2) 'Ținind seama că (î, ) este o bază ortonormală găsim IFA = AZI = 
VF = Va V'35. Analog ||BC| =V/ = 3/10. Cu acestea 


__BA-56__ iai 23 
NBANNZCI zi + ajut su para ppop 
adică ABC = d 


E gs d) a ERA 


E) 


găsim cos ABC 


sita) (28) = 


=== =2D0+ DD =0. 


Rezultă AB | CD, AC | DB, adică fiecare dintre punctele A, B, C, D este ortocentrul 
triunghiului determinat de celelalte trei puncte. 


2. În plan fixăm reperul cartezian z0y. Să se figureze punctele corespun- 
zătoare elementelor mulţimii (0, 3, 6) x (—2,0,3, 5]. Să se găsească cea 
mai mică şi cea mai mare distanță dintre elementele acestei mulţimi. 
Există în această mulţime trei puncte care să determine un triunghi isoscel?. 
Dar echilateral? 

Sotuţie. Elementele produsului cartezian sint date în tabelul 1. Dacă notăm A(0, —2), 
00,0), B(0, 3), C(0, 5), D(3, —2), E(3, 0), F(3, 3), G(3, 5), Z7(6, —2), K(6, 0), L(6,3), 
AM(6, 5) obţinem figura II. 5. 
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TABELUL 1 


x —2 |_o 3 5 

o (0, —2) (0, 0) (0, 3) (0, 5) 
3 (3, —2) (3, 0) (3, 3) (3, 5) 
s [s-o | te,3) | 6,5) 


So dbservă că d(0, A) = 2, iar figura II. 5 pune în evidenţă că acest număr reprezintă 
cea mai mică distanţă, Analog, d(4, M) = d(, C) = V/85 este cea mai mare distanţă. 
Deoarece d(B,0) = d(B, F), OB BP triunghiul OF este dreptunghic isoscal. Nu 
istă nici un triunghi echilateral intrucit triunghiurile isoscele ce se pot forma sint fio 
reptunghice, fio au lungimea jumătăţii bazei şi lungimea înălţimii numere întregi, 


$ 2. Dreapta determinată de un punct 
şi de un vector director 


Presupunem că planul a fost roportat la un reper cartezian. Fie Mo(zzo, yo) 
un punct şi â(u,v) un vector nenul. Există o singură dreaptă d care are direcţia 
lui ă și cere trece prin Mg (fig. 11.6). 


Pooromă. Fie 7, vectorul de poziţie el punctului Me şi 7 vectorul de 
poziţie al unui punct oarecare M(z, y) din plan. Punctul M aparține dreptei d 
determinată de Mg şi de ă şi O dacă şi numai dacă 
Ş P=Po+tă LtER. 

Demonstraţie (fig. 11.6). Punctul M aparţine dreptei d dacă şi numai dacă 
vectorii 7377 şi ă sint coliniari. Deoarece d este nenul, aceasta este echivalent 
cu faptul că există /€ R astiel înctt 44,7 tă. Ţinind seama că MM = 
= P — Po rezultă relaţia din enunț. 

Egalitatea P =F7o+tă, t€ R se numeşte ecuația vectorială a dreptei 
d, iar £ se numește parametru. Deoarece P = zi +yj, Po = zi + vol, 
ă = ui + uj, ecuaţia vectorială eate echivalentă cu două relaţii scalare 
| z=zo+ut, 

V=v+w tER. 
care se numesc ecuaţiile parametrice ale dreptei d. 
Deci 
a = (Miz, wl(z, y) e R2, z=zo+ut, 
Y=Voko te R) 
sau mai scurt; 

diz=zotut, yo ţi, tER. 

Vectorul nenul lu, v) care dă direcţia 
dreptei d se numeşte vector director. Coordo- 


3 


natele sale u şi v se numesc parametri directori ai dreptei d. Evident orie 
vector tă, £ 7 O, joacă acelaşi rol cu 2. În particular direcţia lui d poate fi 
dată şi prin versorul director 2 = 
[i 

BEremplu. Punctul Ma(1, —1) şi vectorul â(—2, 1) determină dreapta a 
de ecuaţie vectorială zi +pj =i — ] + 4—2i + j), LE BR. Această ecuaţie 
vectorială este echivalentă cu ecuaţiile parametrice 2 = 1 — 26| = —1 + tb 


Li Versorul director al lui d 


1E R sau cu ecuaţia carteziană 


— 


i 1 ata 
te —— ă = —=(—2 . 
este a mp. Limecă +) 


Dacă nv 4 0, atunci ecuaţiile parametrice sint echivalente cu ecuaţia 
carteziană 


Uneori se utilizează această reprezentare chiar dacă uv = O (deoarece ă(u, v) 
este nenul, cel mult unul dintre numerele u şi v se poate anula). În acest caz 
se. face convenţia că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv 
trebuie egalit cu zero. 

Dacă u = 0, atunci găsim z = ao şi deci dreapta este paralelă cu Oy 
(dreaptă verticală ). Ducă v 0, atunci 7 = Yo, Și dreapta este paralelă cu 02 
(dreaptă orizontală, figura 1.7). În par ar: Oy 0,0z:y=0. 

Ducă u 4 0, atunci ecuaţia carteziană a dreptei d(dreaptă oblică) se poate 
serie în luna 


Y — Vo = mie — 20). 
Numărul m=2, up 0, se numeşte panta sau coeficientul unghiular al 
[i 


dreptei d şi reprezintă tangenta unghiului 0 Siza 2), determinat d 


versorul î şi vectorul director Lă (fig. 11.8). 
a 


Sensul adjectivelor „vertical“, „orizontal“ şi „oblic“ se raportează la reperul 
cartezian zOy. 


Brempta. Punctul ML, —1) și panta m = — 2 determină dreapta oblici 


de ecuaţie y-+1 = — = (2 — 4). Această dreaptă este aceeoși cu cea dii 
exemplu! precedent. De ce? 


Fig. 11.7 
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PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se scrie diversele ecuaţii ale dreptei d determinată de punctul 
—41, 2) şi vectorul director ă = 2i + j. 


Mo 


Soluţie. Ecuația vectorii —î4+2j 424 je R. Puntnd 
[ 


„re. Eliminind 


z 


parametrul £ găsim ecuaţia carteziană sub formă de rapoarte £- . Aceasta 


so mai serie y— 2 E (2 + 4), punindu-se în evidenţă panta m = E 


2. Să se scrie diversele ecuaţii ale dreptei 4 care trece prin punctul 
A(2, V/3) şi face cu z un unghi de 60%. 


Soluție. Panta dreptei d este m = tg 60* = //3. Rezultă ecuaţia carteziană y — /3 = 


=V3 (a —2). Aceasta este echivalentă cu .. Deoarece partea stingă 


depinde numiti de y, iar partea dreaptă depinde numai de z rezultă că valoarea comuni 
a rapoartelor este un număr real t, independent de z şi de y. Egalind cu £ și explicilind 


pe e și y găsim ecuaţiile parametrice z = 2 +1, y = VS +,reR. Rezultă ecuaţia 
vectorială ai +yj=2i+V3j+G+V/ă),reR. 


8. Ecuațiile mișcării uniforme a unui punct material M(z, ş) sint 
p=5—2, y = —3 + 28 unde £ € [0, co) reprezintă timpul. 

1) Care este viteza lui M? 

2) Să se găsească distanța parcursă de la momentul 4, = 0 la momentul 
43 = 40. 

“Soluţie. Se observă că ecuaţiile date reprezintă o semidreaptă din dreapta de vector 
director d —2î + 2]. Acesta este chiar vectorul viteză. 
1) Găsim viteza ||2|| =V/8=—2y/3 
2) Pentru 4 = 0 obţinein punctul M,(5, —3), iar pentru ta = 10 obţinem punctul 
—15, 17). Distanţa cerută este d(M, M,) = 800 = 20 (3 = [olt —u). 


$ 3. Dreapta determinată de două puncte distincte 


Două puncte distincte M(z,, 91), Mala, 2) determină o (singură) dreaplă 
d. Pentru a sorie ecuaţia carteziană a acestei drepte vom considera că ea este 
determinată de punctul M, și de vectorul 
director JM = (za — za)i + (ya — i 
(fig. 11.9). Astfel 


am V i. 


za vw 


d 


cu convenţia făcută în $2 referitoare la 
anulorea nuzmitorilor. Fig. 11.9 
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Utilizind determinanţii ecuaţia precedentă se mai scrie în formele echi- 


valente 
Zi! 
0, Zi 


Te Ye 
Oricare dintre aceste ecuaţii în R? conduce la condiţia ca trei puncte date 
Miza 0), i = 1, 2,8, să fie coliniare: 


B— ai lee 2 
Za—ta Ys—m 


e! 30 i 4) 
| “a și Fi Es) 210 sau. [iza va d | aal0; 
a — Sa EAI za a d 


Următoarele afirmaţii sint imediate şi stabilesc legătura între modahtăţile 
de dnterminare a dreptei prin două puncte şi printr-un punct şi o direcţie. 


Dacă a — za, £ O, atunci dreapta MM, are coeficientul unghiular 
m = Ph = tg 0, oe/(-2 =) 
aa 0 * 
Punind 


LL 


en, 


za 
rezultă că ecuaţiile parametrice ale dreptei determinată de Ma(zu Va) 
Malta Va) sint 
z = zu + za — 2) 
| = va teR. 
De aici se observă imediat că segmentul [M4,, M,] este caracterizat, prin 
2 = za + za — 2 
| 9 = at a — yu, tEL0, 4] 
z = (4 —Dza + tza 
| YU — Du tm LEO, 1]. 
Pentru t = 0 obţinem punetul M, pentru t = 1 găsim punctul My, iar 


sau altfel scris 


pentru £= E se găseşte mijlocul segmentului. (M,Ma], adică punctul de 
coordonate 


pe oana 


za + za ku, 
2 


Tvident punctele corespunzătoare lui LE (0, 1) sint punte interioare pentru 
segmentul [MM]. 

Aplicaţii. 1) Impărțirea unui segment orientat nenul într-un. raport dat. 

Se spune că punclul M împarte segmentul orientat nenul ADE, în raportul ke R— 
—(—1) dacă satistace condiţia MRI = kAZAT,. Deoarece MM = (2 — zi + (9 — inj, 
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AIA, = (ea — zi + (us — wi, condiția de definiţie este echivalentă cu z— a, = 

= h(za — 2), y —w = (ya — y) şi deci coordonatele punctului M sint 

Ea) pa 5 + Fus 
1Fk IFR 


„kt —1, k = fixat, 


Pentru k = 0, obținem punctul AM, iar peniru k = 1 obținem mijlocul segmentului Î7,ĂTa. 
Pentru k > 0, punctul A este interior segmentului A7,Î7,, iar pentru k < 0, punctul M 
este exterior segmentului 17, Aa. 


> că za a + key 
Observaţie. Beuaţiile e = Zi ka Ma ku pr z 
vaţ cuaţiile z e pre RS R— 4-0) repre 
| zintă dreapta MM, ca şi z = z, + iza — zi), v = it ilya— m), teR. Legătura 
dintro parametrul + şi parametrul k este £— —4—. 
1+k 


2) Centru de greutate. Fie punctele distincte M,, Ms, --- Mm avind vectorii de poziţie 
„+5 OM şi numerele reale ma, ma, ---> mn cu proprietatea m, + ma ++ mag 0. 
Punctul G definit prin 
Dă — MOM, -t- mOM, + --- + maOMa , 
Mat mat. ma 


se numeşte centrul de greutate al sistemului de punete (Mau, Mas --: Mm) relativ la sistemul de + 
ponderi (mu, mas mn). 
Dacă Mili, Vi), i = 12, ses n şi Gz, y), atunci 


_ Mapa E Maya +: main 
ma mat af mn 


Dacă m = ma=. mn, atunci sistemul de puncte se zice omogen. În acest caz centrul 
dv groutate are coordonatele 


ut ata e a Matt va, 
n n 


în particular, pentru n = 2 obţinem mijlocul segmentului (47,4), iar pentru n = 8 obţi- 
nem coordonatele centrului do greutate al triunghiului AF, MaMa. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau punctele 4(—%, 2), p(2 ţ DB cu,5), D(-—2, 1). Să se 


găsească ecuaţiile dreptelor distincte determinate de aceste puncte. 


ep ah 

Soluţie. Dreapta AB are ecuaţia A at Ea a Nica = 
i d 2 (-4 .—2 ICI 

3 =) E 


Deoarece „punctul C se află pe dreapta AB, adică punctele A,B,C 


E 5 
sint coliniare. 


analog, 


arată că punctele A,B,D sint coliniare. 


3. Se dau punctele A(—1, 0), B(1, —2). Să se determine: 
1) coordonatele simetricului lui A faţă de B, 


2) coordonatele punctului M care importe segmentul AB în raportul 7. 


Sotuţie. 1) Fie (2, y) coordonatele simetricului lui A faţă de B. Egalitaţile = a 


o + 


PU = —2 conduc la 2 =3, y = —4. 


2) Preterăm înlocuirea directă în formule. Rezultă 
+a —2x 


rr Acer ret 


= 


z= 


3. Să se verifice că mijlocul segmentului care uneşte mijloacele diogona- 
lelor unui patrulater de virturi Muz pp, i = 1,2, 3,4, este centrul de 
groutate al sistemului omogen de puncte (If, Mas Ma Ma). 


Soluţia (fig. 11.10). Coordonatele mijlocului A al segmentului [A7,M] sint 


2, iar coordonatele mijlocului 2 al segmentului [ALA] sint 


uta, Mijlocul G al segmentului [AF] are coordonatele 


EEE) 
du 3 4 
esto centrul de greutate specificat în problemă, 


bazat aka Va ta 
[i Yi iz 


$ 4. Ecuația carteziană generală a unei drepte 


Fie un punct Mo(2o, 0) avind vectorul de poziţie Fo(Zo wo) și io A(a,b) 
un vector nenul. Există o singură dreaptă d ce trece prin M, şi este 
perpendiculară pe 2 (fig. IL. 11). 


Fig. 11.10 Fig. Iu 
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Tooromiă. Fie M(z. 4) un punct arbitrar şi r(z, y) vectorul său de 


Pozaţie. Punctul A aparține dreptei d, determinată de A, şi de n O, dacă 
şi numai dacă 


2-00 —r)=0. 
Demonstraţie. Punctul M aparţine lui d dacă şi numai dacă vectorii 7 şi 
Mo = P — Fo sint ortogonali. Pe d» altă parte ortogonalitatea este ecni- 
valentă cu anularea produsului scalar. 
Deoarece 7 =ai+dj. fo = zi + vol, P=zi+yj ecuaţia 2.(P—7, 
în V este echivalentă cu ecuaţia 
az — za) + by —vy0) =0 
în R2, aceasta din urmă numindu-se ecuaţia carteziand a unei drepte ce trece 
prin Moşi este perpendiculară pe vectorul nenul n. Vectorul nenul 2 se numeşte 
vectorul normal al dreptei a. Precizăm că orice vector 11, t 0, joacă acelaşi 
rol cu &. 


Teoremă. Pie d (u,v) şi A (a, b) doi vectori nenuli. Ecuațiile 
= zZo+kut, 
= H+ tEeR 


R- IP — Po) =0 în V; a(z — 20) + by — yo) =0 în R2 


Se 


+a tenmv,(? în R3; 


ee VP tn pe 
1 v 
sint echivalente cu ecuaţia 

az + by+e=0, (zen. 


Demonstraţie. Raționamentul direct îl Lisăm drept temă. 

Reciproc, este sulicient să arătăm că ecuaţia az + by + e =0 reprezintă 
o dreaptă. Într-adevăr, dacă (o; ya) este o soluţie a acestei ecuaţii, atunci 
găsim c = —azo — byo şi ecuaţia se scrie în forma echivalentă 

a(z — 20) + b(y — vo) = 0, 
care reprezintă o dreaptă ce trece prin Mala, o) şi este perpendiculară pe 
n(a, 3). 

Ecuația az ++ by -+e=0 în R5, pentru care a? + 02 4 0, se numeşte 
ecuația carteziană generală a unei drepte. Deoarece f: BR? — R, [(z, y) = 
a -- by -+- e este un polinom de gradul întii în z şi y, uncori se spune 
că dieptele sint curbe algebrice de ordinul unu. 

Deci 

d = (Hz, 9) (a, ED, az+by re =0, a-i 407 
sau mai scurt 


d:az+byt+e=0. 


Veclorul normal al unei drepte date prin ecuaţia cartezionă generală este 
za, 0), iar vectorul director al aceleiaşi drepte este (î, —a). În cazul d 7 0, 


Ai 


Fig. MA2 Fig. 1.13 


coeficientul unghiular este m = — zi şi ecuaţia dreptei corespunzătoare se 
poate scrie în forma carteziană explicită 
y=mz+n. 
Ecuația generală a unei drepte ce trece prin origine este 


az + by =0. 


Dacă d z 0, atunci putem scrie y = mr, m = = . În particulor, pentru 


m = 1 obţinem y = z care este ecuaţia primei bisectoare a unghiului azelor 
de coordonate, iar pentru m = —4 obţinem y = —z care este ecuaţia celei de 
a doua bisectoare a unghiului azelor de coordonate (fig. 11.12). 

Fie dreapta d:az-+dy-ţ-e = 0. Dreapta care trece prin punctul 
Molzo yo) E d şi are vectorul director Ala, 0) se numeşte normala lui d în 
punctul Mo (fig. 11.13). 

Comentarii. 4) Fie dreapta d:az byte =0, 02432 0. Punctul 
Mo(zo yo) se află pe dreapta d dacă şi numai dacă azo + bo + e = 0. 

2) Considerăm dreapta d: 22 + 3y +1 =0. Punind 2 =1 găsim y 
= —1, adică d trece prin punctul de coordonate (1, —1). Analog constatăm 
că d conţine punctul (—5, 3). Rezultă că ecuaţia lui d este echivalentă cu 


=YEL, De aici se obţin ecuaţiile parametrice z = 1 — 3, y = 


s—L+2 teR. 

3) Pentru fiecare t € R — (0) dreptele de ecuaţii az + by -k- e =0 şi 
t(az + by + oc) =0 sint egale. Într-adevăr, prima are vectorul normal 
îi — ai + dj, iar a doua vectorul normal 47, £ 4 0. De asemenea un punct 
(220 0) se află pe prima dacă şi numai dacă se află pe a doua, condiţia comună 
fiind azo + byote = 0. În concluzie ecuaţiile az + buy + e, =0, c2+ 
+ 32 ze 0, aa ++ bay + ca = 0, a3 + 43 2 0 reprezintă aceeași dreaptă dacă 
şi numai dacă au coeficienţii corespondenţi proporţionali. 

Pentru t = 0 ecuaţia flaz + by + c) = 0 reprezintă planul p. 
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4) Fie dreapta d : az + by + e = 0. Pentru trasarea lui d în raport cu 
reperul cartezian este necesar să determinăm fie două puncte distinote pe d, 
fie un punct şi vectorul normal, fie un punct și vectorul director, fie un punct 


şi panta. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Ştiind că Mo(3, 4) este piciorul perpendicularei coborită din origine pe 
dreapta d, să se scrie ecuaţia dreptei d. Apoi să se determine un versor director 
al lui d şi panta lui d. 

Saluţie. Dreapta d este doterminată de punctul Aa(3, 4) şi vectorul normal GI = 
= 3i + 4J. Do aceea ecuaţia carteziană implicită a lui d este a(z — 3) + â(y —4)=0 
adică 3 + îy —25=0. 

Un vector director al lui d este ă = —4î + 3], iar acestuia i se asociază versorul 

1 1 Fă 7 
o as (at + 5)). 
lail 5 | 
3 Ei 


Pplicitina y = — 2 + = găsim panta m = — 2. 


2. Să se scrie ecuaţiile parametrice ale dreptei d! ce trece prin punctul 
Mo(4, 2) și este perpendiculară pe dreapta € : 3z — 2y + 2 = 0. Să se găsească 
proiecția lui Mo pe d şi simetricul lui M, faţă de d. 

soluţie. Veclorul normal al lui d este n = 3i — 2]. Acesta trebuie să fio vectorul direc- 


toral lui d. Decid:z=i+uy=2—2reR. 
Proiccţia lui Mg pe d este dată de d N d, adică este caracterizată prin sistemul 


Ba —2y4+2=0, air, y=2—2 


4) sint coordonatele punctului 


lui Ala faţă de d, atunci 


3. Să se traseze graficul funcţiei f : B = R, f(2) = |z — 4 |. Apoi să se 
determine numărul soluţiilor sis 


iN 2 ate pt em 6] 
y 


i te, 
valorile lui £. 


în funcţ 
soluţie. Deoarece 


z— 4 pentm > 4 
—z+ 4 pentru <a 


ma tal 


i 
graficul lui f este reuniunea semidreptelor 0 62 3 


y=z—4aPâi y= ata câ 
(fig. 11.14). Fig. IL.44 
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Sa 
d z 
De Pai ae Si 3 
dece Zaotza z 
d Z2 
7 


Urmărind figura 11.14 deducem: pentru t e (—c0, 0) U (5, co) sistemul nu odmile 
suluții, pentru 4 = 0 so obţine soluția (4, 0), pentru £ e (0, 2] sistemul admile doua 
soluţii, pentru £ e (2, 5] sistemul admite o soluţie, 


$ 5. Reuniunea şi intersecţia a două drepte 


Mai întîi ne vom referi la poziţiile relative a două drepte din plan. 

„ Rie d, şi de două drepte care au respectiv vectorii directori d, şi âa. Drep- 
tele d, şi da sint (1) paralele dacă şi numai dacă n-au nici un punct contin 
(=>ă, este coliniar cu ds; figura 11.15.1), (2) egale dacă şi numai dacă au un 
punct comun, iar d, este coliniar cu d; (fig. 11.15.2), (3) secante dacă şi numui 
dacă ă,, da sint necoliniari; dreptele sccante sint perpendiculare dacă şi numai 
dacă ă, LL ăz adică d, - ds =0 (fig. 11.15.3). 

În particular fie două drepte de coeficienţi unghiulari m, şi ma. Con- 
diţia de paralelism este m, = ma, iar condiţia de perpendicularitate este 
mima = —4. 

Fie d, : az + buy be, = 0 şi da: ao + bey + ca = 0. Dreptele d, şi 
da sînt (1) paralele dacă şi numai dacă vectorii normali Pu(ax, bi) Şi Fa(aas Be) 
sint coliniari (fig. 11.16.41). adică 2, tz sau (au, b1) = las, be), Şi Ca A tea 
(2) egale dacă și numai dacă (e, d.) = (aa, ba) Şi cu = ea (fig. 11.16.2), (3) 
secante dacă şi numai dacă 7, 7iz sint necoli ; dreptele secante sint per- 
pendiculare dacă şi numai dacă A, L Pa, adică 2, Ra = auda ++ bibe = 0 
(fig. 11.16.3). 


Tooremă. Dacă tat by rea =0, da:aaz + bo +ca=0, 
atunci 


dU ds: (az + buy + cilaaz + buy + c2) = 0. 


Fi, si Pe dei 
/ pie 
CAL/3 eu, % i 
Za 
ez. 
fa 2 2 
FigII.16 


a 


Demonstraţie. Fie P=((z, y)ERE | (auz + buy + em)(aez + baty + ca) —0)- 
Trebuie să arătăm că dU d; = T, adică AUG CT şi TCAUd 

Incluziunea d, U da C T decurge următorul şir de implicaţii: (70, 0) 
Ed. U da => sau (Zo Vo) Ed, sau (20, Yo) E dz sau asto + bio tra = 0 
au asta -+- Bajo + ca = 0 => (duze +- bio + Cu) (data -+ bio + ca) = 0 = 
se (o jo) ET. 

Invers: dacă (2o Yo) ET, atunci (azo + bio + cu(Zatu +- biz, 
şi deci cel puţin un factor este zero, să em aato <- Bajo -t Ci 
rezultă (20. yo) Ed Cd U da şi deci PCdAU di 
Dqoromă. Dacă di: + bytes =0, daia by ke =0, atunci 
dh dt:az+by-+a O şi ag + by +a=0. 

Mai mult, 

1) 4, N da = (Mo) se abs — ash. FO, 

2) d, N da = di = da e aiba — es, = 0, cehi — cba =0, 

3) a, N dz = 9 e asha — ax, = 0, cahi — ce d 0. 


Demonstraţie. Dovedim numai relaţia 1), restul răminind dropt tomă. 
Dacă abea — aab, 7 0, atunci sistemul 
| az + bi kre =0, 
da + bey + ca =0 


are soluţia unică 


au 
şi deci di N da = (Mo). Reciproc ipoteza d,Nd, = (41) implică falsitatea 
relaţiilor duba — azb, = O şi cab — csba = 0; aiba — aha = 0 Și cau — Cuba 0 
deoarece (o) nu este o dreaptă (de ce?) şi nici mulţimea vidă. Deci d, 0 d; = 
= (Mo) implică abs — bac 7 O. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se consideră mulțimea de puncte M(z, 7) ale căror coordonate verifică 
ecuaţia 12z52 — 7y — 1292 —0. Să se arate că această mulţime este reuniunea 
a două drepte perpendiculare, care trec prin origine. 


Soluţie. Fie D: 1222 — 7zy — 124 = 0, (7,9) e RE. Ecuația 1232 — 77y — 1241 = 0 
în Ri este echivalentă cu ceuaţia 1222 — Jay — 4242 = 0 în BR, cu paranulrul ySR. 


Rezultă 1222 — 7yz — 42y2 = 0 eo 12 (= zi) (= po (az — ay) (az + 
+ 39) = 032 — dy =0 sau îz + 3y=0. Deci T=dUd, unde d, :32—4y=0 


Şi datâz+ dy = 0. Deoarece m = 2, ma = — -, condiţia de perpendicularitate 
mama = —1 se verifică imediat. 
Comentarii 


1) O ecuaţie de forma az +- bzy + cy? = 0, cu abe £ 0 şi d? — nac > 0, reprezintă 
două drepte în plan care trec prin origine şi diferite de axole Oz, Oy. 


45 


2) O ecuaţie de forma az? -+ Bay + egy? — 0, cu abe şt 0 şi d — âao < 0, reprezintă 
un punct în plan şi anume originea O(0, 0). 

3) O ecuaţie de forma az? + bzy = 0, cu ab E 0, reprezintă două drepte: axa Oy de 
ecuaţie = = 0 şi dreapta de ecuaţie az + by 

1) O ecuaţie de forma bzy + cy = 0 cu be 0 reprezintă două drepte: axa Oz de 
ecuaţie y = 0 şi dreapta de ecuaţie bz + cy = 0. 


2. Să se -găsească coordonatele punctului de intersecţie al dreptelor: 
d:(a+iz+ay =a, 
di(a+6)z+2a+2y=2a4+1,a€R, 


utilizind metoda matriceală. 


Soluţie. Considerind matricele 


ae ae sp x [5]. 2= [sa] 


ai ti, (a + 1)z + ay = 
sistemul liniar 
(a + 6)z + 2(a + 2)y =2a +1 


so scrio astfel AX = B, Deoarece 


a+i a 


aa AB ale a) 


|omerazo, VaeR, 


matricea 4 admite inversă şi 


a 


[e A șI |; 


Rezultă AX = Be A-AX) = AB e (ANA)X = AB X = AB, adică 


[;] i E ecaa sal a a] [Sas ] 


-[2(a + 2)a — a(2a + 1) = 


—(a + 6)a + (a + 1) (za + ip PA, 


Veiatatal EET 


3. Fio A şi B punctele în care dreapta de ecuaţie az + (2a + 1)y + a2=0 
taie axele de coordona 
ţia dreptei d, ce trece prin A şi este paralelă cu prima 


1) Să se scrie e 
bisectoare a axelor. 

2) Să se 
pe du: 

3) Să se determine a astfel încit aaa Aăinteraoația lictaaa digi Aa 
fie pe dreapta de ecuaţie z + By = 


rie ecuaţia dreptei de care trece prin 2 şi este perpendiculară 
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Fig. 1147 Fig. 11.18 


V Sotuţie. Pentru y = 0, a 4.0, găsim z = —a şi deci A(—a, 0). Făctnd z=0, a — E 
FI a 1 
obţinem — i astre! B (0, 72). Dacă ——, atunci putei i 
4 y peri ( a) a = — 2 atunci putem construi 
figura 1.17. 
1) Coeficientul unghiular al lui d, este mm = 1. Astfel d, are ecuaţia y=z+a. 
2) Gooficientul unghiular al lui d, esto mg = — -L- = —1. De aceea d, are ecuaţia 
m 
a: 
a+y+ to. 
py 2a +1 


de compatibili- 
tate a sistemului 


aa 

z+y=— 
d 2a1 
z+5y=1 
adică cu 

a — —a 

1 de ste aa 0 

2a +1 

E A 5 1 


Dezvoliind acest determinant găsim 2(2ă + 1) + 5(—at — a) 4 8a +a =0 
suu a2=1 adicăa= ti. 
4. Fie ABC un triunghi oarecare. Să se arate că ortocentrul JI, centrul de 
greutate G şi centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC sint coliniare. 
Soluţie. Se inu drept axe de coordonate latura ZA şi înălțimea DC. Se notează cu a şi 


4 abseiselo punctelor A respectiv Z şi cu c ordonata lui C (fig. 11.18). 
Inălţimea CD are ecuuţia z = 0. Deoarece coeficientul unghiular al dreptei AC este 


—-£.. se găseşte că ecuaţia înălţimii din B este az — by — ab —0. Rezultă H (o. zi 3) ă 
a e 


Coordonatele mijloacelor segmentelor [CA] şi [AZ] sînt 


) respectiv et, 0)) 5 


De aceea mediana din £ are ecuaţia cr — (a — 2b)y — be = 0, iar mediana din C are 


ELA, 3). De altfel acest lucru 


3 3 


ecuaţia 202 ++ (a «+ b)y — cţa + 8) = 0. Rezultă G 
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se putea ohţine direct, deoarece coordonatele centrului de greutate sint respectiv medii 
aritmetice ale coordonatelor virfurilor triunghiului. 


Mediatoarea segmentului [42] are ecuaţia z — 2 2 , iar mediatoarea segmentului 
E 
[CA] are ecuaţia y — EI a (= az De aceca O (52 Deoarece 
e 
o — al S: 
Pi 
mezi Met a [ice 
3 3 
art ta 
2 2c 


punctele 77, G și O sint coliniare. Acest lucru poate fi dovedit şi arătind că J7G = 260. 
Notă. Conţinutul problemei precedente este independent do fixarea unui reper carte- 
zian în plan, De aceea se preferă reperul cartezian cure simplifică calculele, 


$ 6. Fascicul de drepte 


Presupunem că avem două dropte d, : apt + by bea = 0 şi dataae + 

-- day + ca = 0 care nu sint paralele sau egale. Intersecţia di N de = (Mo) 
este caracterizată prin sistemul liniar 

at + by +a =0, 

ast + Da bca =0, aiba — ah, k0. 
Reciproc, dacă se dă un punct Mo(Z, 170), atunci el poate fi gindit ca intersec- 
ţia dreptelor de ecuații z = zo şi y = yo: Este incă evident că prin Me treo 
o infinitate de drepte. 


Definiţie. Mulțimea tuturor dreptelor din plan care tree printr-un 
punet dat 370 se numeşte fascicul de drepte. Punctul 7, se numeşte virtul 
fasciculului (fig. 11.19). 

Pooremă. Dacă punctul Me este determinat că intersectia dreptelor. da 
şi da atunci ecuația unei drepte oarecare din fasciculul de virf Lg este 

Past + day + e.) + Staaz + boy + ca) = 0,72 + st? 0 (r,s)eni. 

Demonstraţie. Deoarece vectorii normali 
Zu(av bi) şi Po(aa, ba) sint prin ipoteză ne- 
coliniari, adică formează o bază, orice vec- 
P) tor nenul 7 din plan se serie în forma 7 
A = TR + Sha, re + s? si 0. Ecuația dreptei 
care trece prin Ja şi are vectorul normal A 
este cea scrisă în teoremă. 


ăi 


Ecuația din teorema precedentă se 
numeşte ecuația fasciculului de virf Mg 
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[2] CA 


Fig. 11. 20 Fig. 11, 24 


Numerele reale r și s sint parametri, cel puțin unul fiind nenul. De aceea 
în aplicaţii se lucrează fie cu ajz -+- Day -+ ca = 0 şi auz + Bay + e.) -k asz + 
-+ day e ca = 0, lie cu aut + by tr ca = 0 şi ast -t boy + ca + Las + 
+ bay +a) =0,tER. 

Fie d : az + by = 0 o dreaptă care trece prin origine. Mulțimea tuturor 
dreptelor paralele sau egale cu d se numeşte fascicul de drepte paralele. 
Dreapta dse numeşte linia de reper d fasciculului (fig. IL. 20). Evident o dreaptă 
oarecare din fasciculul de drepte paralele cu linia de reper d are ecuaţia 


az-+by+r=0, 


unde r este un parametru real. Această ecuaţie se mai numeşte şi ecuația 
fasciculului de drepte paralele. 
Observaţie. Reuniunea dreptelor dintr-un fascicul este planul p. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Într-un reper cartezian se dau punctele A(r, 0), B0, 3) şi Mr, s) 
Să se serie ecuaţia carteziană a perpendiculare: din A pe AB. Să se arate « 
dacă A şi Bsint variabile astfel incit r -+ s = 1, atunci aceastii perpendiculară 
trece printr-un punct fi 


Soluţie. Tie h dreapta ce trece pri 
torul director al dreptei 477, adi 


M şi este perpeni ră pe AP (fi. 11. 21). Vec- 
A —ri + s], este vector normal pentru ke. De aceea ccuuţi 
carteziană implicită a lui h este —r(z — 7) -+- ay — s) = 0, adică paz — app ks? — ra 

Pentru rs bile, condiția 7 + s = 1 împl pr t—y=0Vrek, 
adică h tace parte din fasciculul de drepte al cărui e soluţia sistemului e + y — 2 
=0,L—y = 0 adică (11). 


2. Se dau dreptele AB: 2—2y4+3=0, AC: 22 —y—3=0, 
BC: 32 + 2y + 1 =0. Să se scrie ecuaţia carteziună a înălțimii din A a 
triunghiului ABC. 


Soluţie. Dreptele AB și AC determină fascicului de ecuaţie r(z — 2y + 3) + sr — 


a se lranscrie sub forma z(r + 25) ++ (—2r — 5) + 

m dreapta din fascicul perpendiculară pe EC, adică punem rumli- 

ţia Br = 28) + 2(—ar — a) = 0. Rezultă 7 = 46. Aceasta impreună cu ipoteza 530 
conduce la ecuaţia 22 — 3y + 8 =0. 
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3. Se dau patru drepte d:2z+y— 
dai: + 3y—2=0, d: —z+2y4+38=0. 

1) Să se scrie ecuaţia carteziană a dreptei care trece prin punotele deter- 
minate de d, N di şid, N di 

2) Să se săsească ecuaţia carteziană a dreptei care este paralelă cu d, şi 
trece prin punctul determinat de d N d; 


Sotuţie. 1) Fasciculul determinat de d, şi 


0, di:z—2y4+3=0, 


i- are ecuaţia r,(2z + y — 1) + sue — 
— 2m + 9) =, rd + stak0, iar fasciculul determinat de d, şi dz are ecuaţia ra(z + 
+ îp — 2) + aa + 2y + 3) = 0, â+ sf 0. Cele două ecuaţii reprezintă aceeaşi 
dreaptă dacă şi numai dacă 


27, + si _ Pa — 2 _ ra + 3e, 


aa Orar 2 2 
Utilizind soluţiile acestui sistem rezultă dreapia de ecuaţie uz ++ 7y — 9 = 0. 
2) Pasciculul de drople paralele cu d, are ecuaţia 27 -- y — t = 0, Se impune condiția 
3 Ei EEE 


PRD a Pa Pai rai Pi 
Rozultă + = 5 şi decida + y—5=0. 


$ 7. Dreapta orientată 


Fie 2 o dreaptă din plan. Pe dreapta d se pot stabili două şi numai două 
sensuri de parcurs (ordini ala punctelor dreptei) pe care convenim să le notăm 
cu (—), (++) şi pe care le reprezentăm prin săgeți. 

Detiniţie. O dreaptă d împreună cu o alegere a unui sens de parcurs 
se numeşte droaptă orientată. 

Dacă ă este vectorul director al lui d, atunci este natural să-i atașăm lui 
d sensul lui ă şi să notăm acest sens cu (-[-). Acest lucru va fi admis în conti- 
nuare (fig. 11.22). 

Fie d = (M | MM = tă, t € BR) o dreaptă orientată prin ă. Ordinea 
punctelor lui d, indicată de sensul vectorului director ă, este coerentă cu ordi- 
nen pe B. Mulțimea d, = (M | MM = tă, t > 0) se numeşte partea pozitivă 
a lui d, iar mulțimea da = (7 |A77 = tă,t < 0) se numeşte partea negativă 
a lui d. Partea pozitivă şi partea negativă sint semidrepte ale lui d determinate 
de punctul Mo: 

Axele de coordonate Oz şi 0y sint exemple de drepte orientate, iar originea 
le imparte în semiaze pozitive şi negative. 

2 x Orice dreaptă orientată 
(9 a pf) d = MIT =, te R) 
a 


poate fi scrisă în forma 


E vară 1 
M | MM = se, R, 2 al. 
4 |idez 2 usa E] ) 


= 
(m 


Fig. 11. 22 
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Fig. 11. 28 Fig. U. 24 


Unsghiurile a şi dintre versorul director 2 şi versorii i respectiv j se numesc 
unghiurile directoare ale dreptei orientate d (fig. II. 23). Fie u, v coordonatele 
lui â. Coordonatele versorului 2, 

u o 
Vara Vară 
se numeso cosinusurile directoare ale dreptei orientate d. Ele satisfac relaţia 

cos? a 4+- cos?p = 1. 

In cele precedente am arătat ce se înțelege prin orientarea unei drepte pri- 
vită ca spaţiu cu o dimensiune de-sine-stătător, adică din punctul de vedere 
ui „observator“ situat în această dreaptă.: Dar în unele probleme este 
necesar să privim dreapta din punctul de vedere al unui „observator“ din 
planul orientat. Elementul de bază în studiul dreptei in raport cu planul este 


cosa=2-i cosp=2:j 


normala dreptei. 

În plan se pot stabili două şi numai două sensuri de rotaţie: sensul trigo- 
nometrie (+) şi sensul mișcări acelor de ceasornic (—). Pianul impreună cu 
un sens de rotaţie fixat se numeşte plan orientat (fig. 11.24). 


meoremă. În planul orientat, alegerea unui sens de parcurs pe o dreaptă 
este echivalentă cu alegerea unui sens pe normală. 


Demonstraţie. Prin convenţie sensul rotației directe în plan este sensul Lri- 


gonometric. - 
Fie dreapta d: az + by + e = 0 orientată cu ajutorul vectorului director 


(6, — a). Rotind în sens direct cu un unghi de măsură z/2 (vezi Cap. 3), din 
vectorul (. —a) gâsrm vectorul Ata, b) a 

care determină o omentare pe normala 2) 

dreptei d. Raționamentul reciproc este 
evident (fiş. 11.25). 

Avind în vedere teorema precedentă, 
în planul orientat se admite deliniţia: 
o dreaptă d împreună cu o alezere a 
sensului pe normală se numeşte Ureaptă 
orientată. 
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Fig. 1. 26 


Presupunem că d, şi de sint drepte orientate prin vectorii directori d,(ua 7) 
Și Za(usvs). Prin unghiul dintre dreptele orientate d, şi d, vom înţelege unghiul 
dintre ă, şi ,, adică unghiul definit prin (fig. 11.26) 


IL) 

Presupunem că d, şi da sint drepte orientate prin vectorii normali Pad) 
și Za(ăw b,). În ecest caz unghiul dintre dreptele orientate d, şi d, este unghiul 
dintre vectorii A, şi Pa, adică (fig. 11.26) 


LA a a al 
Vas 

Aplicaţie. Hiraport. Vii - 9 = vo + m, te Ro aroaplă orientată prin 
versorul director £ = 1i + m] şi MN două punete alo acestei drepte. Numărul up definit 
prin MN = EMN2 se numește mărimea reletivă a segmentului (MN). 

Considerăm că pe dreapta d au fost fixate punctele distincte Muza va), Malta: a). 
Mala: Va), Mala ya) corespunzătoare valorilor în, ta, ta, t, ale parametrului (fig. 11.27), 
Numărul 


E baba 


» pel0, 7]. 


cos e =- a 
Matia 


are, Patima _ fe — fa. fa 
Paata” Pataara 


(MMMM) = PA 


chea (Ma, M3) divide armonie perechea 
(ăta, A). Diviziuncu armonică este deci caracterizată prin 


1. 


= nh—u 


Dacă M, este luat drept origino pe d, adică 1, — 0, atunci această ecuaţie se reduce la 


Mp Ma Li Mg 
Fig. II. 27 
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PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau dreptele d,: z=—14+2%, 
y=1—1,1ERşidi:z—y+i 
1) Să se orienteze du şi de: 
2) Să se determine unghiurile 
directoare ale dreptelor d, şi da 
| 3) Să se găsească unghiul dintre 
d, şi da 
Soluţie (fig. IL. 28). 1) Dreapta d, trece 
prin punctul A(1,1) şi are vectorul direc- 
tor a = 2i — ]. Fie PB punctul de pe di 
cu proprietatea AB = a, adică B(3, 0). Sensul pozitiv pe d, este sensul de la A la p. 
Dreapta d, trece prin punctul C (0, 1) şi are vectorul normal A = î — J. Vectorul direc- 
toraliui da este 5 = —7—J. Fie D punctul de pe d, cu propriotatea CD = , udică D(—1,0). 
Sensul pozitiv pe da este sonsul de la Cla D. 


Tig. II. 28 


2) Pio a, = a a = (2? — ) versorul director care are acelaşi sens cu a. Un- 


ai Vp 


ghiurile directoare ea, fa ale dreptei d, rezultă din cos a, = 


Analog găsim că aa = 
3) Unshiul g dintre d, şi da se determina din 
ad 


2 


ps e a = = 
aus O se Fi 
adică ge = arccos ( — 7): 
2. Se consideră dreptele dp: = 2: — Y-, unde m este un parame- 
în m 


ru real nenul. Cite drepte d trec printr-un punet dat al planului? Dacă 
patru drepte din familia d, tute pe Oz în puncte care formoază o diviziune 
armonică, ce se poate spune despre punolele corespunzătoare de pe Oy? 


Soluţie. Se observă că dp : m?z — 2m + y = 0. Se constată uşor că prin ticcare punct 
al mulţimii (Oz U Oy) — 40) trece o si a areaptă dm. Pentru 2340 şi y 40, ecua 
de gradul doi în m are soluţiile reale numai dacă 1 — ay > 0. Rezultă: prin ficcare punct, 
(7, y) caracterizat prin ay = 1 trece 6 singură dreaptă dm, prin fiecare punci (2, y) care 
satisface relaţiile zy < 1, 230, y3f-0 trece duuă drepte distincte, prin punctele (z, 7) 
care satisfac relaţia ay > 1 nu trece nici o Orcaptă. 

Fie dreptole dm i = 1, 2, 3, 4, care taie pe Oz în puncte de abstise zi, i = 1,2,3,â, 


care formează o diviziune armonică, adică 


a — za za — 2 
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Bvident. a; = 2.. De aceea relaţia precedentă se transcrie 
mi 

Pa — Pa Pe — Ma 

Ma — Me 

-Dreptele dy, determină pe Oy purictele de ordonate y; = 2 m; De aceea 


Va — Vi 


= 


Va — Va Va — Va 
şi astfel punctele de pe Oy formează o diviziune armonică. 


se. Distanţa de la un punct la o dreaptă. Aria unui triunghi 


1) Pie Molzo yo) un punct din plan şi & o dreaptă de ecuaţie az -+ by -k. 
+ e =0, Fie Mu(z m) proiecția lui Mg pe dreapta (fig. 11.29). Lungimea 
[47,47] se numeşte distanța de la punctul Me la dreapta h şi se notează cu. 
d(Mo; 4). Analitic, d(Ma; h) se poate obține din identitatea 


n MMo = (e 0 IIRII d; d), 
factorul + 1 avind semnul produsului scalar din partea stingă. Deci 


(Mo; n) = LR MMA 


Mai 
sau 
yes = a) + blo — dl 
d(Mo; h) = 73 n. 
Deoarece M, € h, rezultă c = —az, — by, şi deci 


2) Si presupunem acum că avem o dgcaptă h determinată de punctele 
distincte Mala, Va), Mala, Va) a cărei ecuaţie o scriem în forma 
a y 4 
Za Va 1 
de Za za 1 
Dacă M,(zu, y,) este un alt punct din plan şi dacă notăm 


="0, 


Za Vi 1 
A Za ED 1, 
Za Va 1 


atunei 


A 
Fig. LI. 20 


dA; H) = 
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De aceea aria 


Biz 


a=l slatie MM) 


a triunghiului M,MaMg poate fi calculată cu formula 


1 
A=zIALl 


PROBLEME REZOLVATE 


1. într-un reper cartezian z0y se dau punctele A(1, —1), B(3.2), Să se 
serie ecuația carteziană implicită a dreptei AB şi să se găsească distanţa de 
la origine la dreapta AB. 


Soluţie. Reuaţia, sub formă de rapoarte, a dreptei AB este „Ea se 


scrie în orma echivalentă dz — 2y — 5 =. Rezultă 


d(0; AB) 


9. Se dau punctul M(3,3) şi triunghiul A BC determinat de dreptele AB: 
229 —4=0, BC: 32 +y—2=0,CA:2—3y—4=0. 

1) Să se calculeze aria triunghiului ABC. 

2) Rio P,Q, R proiecţiile punctului M respectiv pe OA, OB şi AB. Să se 
demonstreze că punctele P, Q, E sint coliniare. 


3) Să se serie ecuaţia fasciculului de drepte determinat de dreptele AB 
şi PQ. Să se găsească ecuaţia dreptei din fascicul, care trece prin punctul 
NO, 5). 4 

Soluţie (fig. IL. 30). 1) (4) =ABN CA = A, 0), (2) = APN BC = BO, 2), (0)= 
= BCNCA = CU, —1). 'Ținind seama de for- 


mulă wăsim aria (ABC) = + LAL=5, unde Se 


a o 1 
DI o 2 4 |=10 
1 — a 


2) Droapta MR are ecuaţia carteziană ex- 


plicilă y — 3 = 2(z — 3). Do aceea (Rj= 
=ABOMRN=a+2y—î=0,22—y—3= 
=0=R(2, 1). Țintnd seama ca P(3, 0), 
Q(0, 3), se veritică condiţia de coliniaritate, 


3 o 1 
o 3 1|=0. 
2 Ei a Fig. II. 30 
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A Ecuația fasciculului determina! de dreptele AB şi PQ: z + y — 3 = Veste r(z + 
+ 2y — 4) sr + y — 3) = Dar? + sp 0.-Dreapta din fascicul care trece prin V(0,5) 
corespunde valorilor r şi s care verifică condiţia 3r + s = 0, sf 0. Ecuația acestei dreple 
este 22 + y— 


$ 9. Locuri geometrice 


O mulţime de puncte din plan, definită prin specificarea unor proprietăţi 
geometrice ale vlementelor sale, se numește /oe geometrie. 

În esenţă, problemele de loc geometrie sint probleme de găsire a unor 
proprietăţi echivalente celor prin care este dută o anumită mulțime, sau altfel 
spus, probleme de ezalitate a două mulțimi. Dur rezolvarea unei probleme de 
tipul (1) „punctele unei mulțimi au proprietatea P dacă şi numai ducă au pro- 
prietatea Q“ nu este totuna cu rezolvarea unci probleme de tipul (2) „să se 
găsească locul geometric al punctelor care au proprietatea P“. În general, în 
problema (2) proprietatea P este dată astfel încit nu este evident cu ce figură 
jeometrică avem de-a face (ipoteză!), iar proprietatea Q nu este specificată. 
Ea poate fi aleasă de rezolvitor din mulţimea proprietăţilor echivalente cu P 
de aşa manieră incit să poată spune cu ce figură geometrică este echivalentă 
mulțimea dată iniţial. 

Rezolvarea elceti 
voarul 

1) Verificarea existenței unui punct care posedă proprietatea dată, adică 
stabilirea faptului că mulţi dă suu nu. 

2) Se consideră nn punct (sariabil ) cure posedă proprietatea dată şi se sta- 
bileşte apartenența acestui punct la o figură veamelrică CF. 

3) Se verifică dacă orice punet al (ui F convinr. adică se analizează dacă 
este suficient ca un punct să aparțină ti (F pentru « avea proprietatea 5 
De cele mai multe ori retese că nu putem accepta decit o parte (F! a lui (Ș. 


ă a unei probleme de loc geometrie constă în urmă- 


mea dată este 


Figura (7” este locul căutat denurece: 

— orice punct, cure posedă proprintatea dată aparţine necesar lui 7; 

— este suficient ca un punct să aparţină lui 7” pentru a avea proprietatea 
dată. 

Din punct de vedere analitic deterntinare 
Jentă cu găsirea ecuației san ecuațiilor care precizează locul geometric respte= 
tiv în raport cu un reper 


unui loc geometric este echiva- 


artezian. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Locul geometric al punctelor egal depărtate de donă drepte concurente 
este reuniunea bisectoarelor unghiurilor acestor drepte. Să se deterinine ecuaţiile 
celor două bisectoare. 
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Sotuţie. Fie dreptele di: az -+ Bay -+ ca — 0, da: axe ++ buy ++ ca = 0. Condiţia de 
concurență este abs — ask, 0, iar punclui comun are coordonuleie: 


Bvident. acest punct aparține locului geometric căutat. Fie acum Malo» 90) un punct egal 
depărtat de di şi da adică 
Laza + lava + cal _ Laaze i Dao + cal, 


Vără Vă 


indicele o poate fi lăsat deoparte, 


“Țintnd scama de proprietăţile modulelor şi de faptul ci 
găsim ecuaţiile 
az + by ta — aj date ti by + ca 


Vai+ă Văâră 


9. Să so găsească locul geometric al punctelor din plan pentru care dife- 
rența pătratelor distanțelor la două puncte fixe este constantă. 


Soluţie. Fie A şi D două puncte fixe distinele şi P un număr real. Căutăm Locul geome- 
teic ul punelelor AL pentru care (A, A) — d(ÂT, B) = 
ie ki =0; atunci d(A7, A) = d(ar, B) şi qeci M descrie mer 


toarea segmentului 


Lazi. 
Fie 4 4 0 şi O mijlocul lui CAZ]. Fiind ra cartezi 1 figura II. 21 rezultă 
010,0), Miz, ui Aa, 0), Lita ba > 0 şi relația du deriniție esto echivalentă cu 
[e + at 9) — Le — a) + ph, adica z = E „Astfel M aparţine dreptei d: 
a 
că +, perpendiculară pe AB, caro taie pe AB în punctul C (£ 0). Rociproc, 
ia a 
orice punct M e d salistace condiţia iniţială şi deci locul geomelric căuint este dreapta d, 
3. Se dau dreptele fixe d: y=1, d şi dreapta variabilă 


d: y gi a ER — (im REZI. Fie (4) = hd, (Bu) = Nada. 
Se cere locul geometric al mijlocului segmentului [A+ Za ]- 


Souţie (tg. 11. 92). Deci 

ale dreptei d sint cele doui 
y=a 

(4 = dna m + afin, kReZ=A(sina, 1), air, keZ, 


rece 0 < !sin a] < 1, pentru a ir, ke Z, pozițiile limită 
bisectoare y = şi y = —sz, Pe lingă uceasta se observă că 


Fig. 1. 32 
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y=2 
(Ba = dna = + afin, keZ= Bosna, 2, aha, keZ. 
Yo sina 
Mijlocul M al segmentului [Aa fs] are coordonatele 


3 sin a 
posi 


„yd, edi kez. 


2 îi 
Rezultă ze [a =, %)u (( a] y= 2. adică locul geometric al punctului AZ este 
IDC] — (2) unde pa 2) si (=, ca) stnt punctele de intersecţie ale dreptei 


de ocuaţie y = = cu cele două bisectoare. 


$ 10. Semiplane 


O dreaptă d din plan are proprietatea căsepară planul p în două sub= 
mulţimi. 
Fio fi n = E, fiz, y) =az + by + e. Definim mulțimile 
p = Utiz, pIfiz, 9) <0), d = (Ata, 9) fa, 9) =0%, 


pt = Urz, 9) If 9) >0. 
Se observă că 
phpt=9,pUdupt=p. 

Meoreomă. (fig. 11.33) 1) Malţimile p-, p*, prUad, ptU d sînt convexe. 

2) VM, € pr, VMa € pt, segmentul care unește pe M, cu M, intersectează 
pe d. 

Demonstraţie. Pie Miz yo) i = 12. Segmentul [7,4] care uneşte pe 
M, cu M. are ecuaţiile parametrice z = (1 — Dz, + tz y = (1 — Da + 
+ ya t E [0, 1]. 1) Presupunem Miz 7) € pr, i = 1,2, adică f(zpy) = 
= az, + by, + e <0, i = 1,2. Deoarece f((1 —Dz + tz, (1 Da + ta) = 
= (1 —0 (azi + dpi + 0) + taza + bya + e) <0, VE EL0, 1], rezultă 
[07, Ma] € p-. Astlel p- este convexă. 

Pentru celelalte mulţimi se procedează analog. 

2) Presupunem M,(zu 1) Ep”, adică 
Piz UD = azi t bpike <0; Miza) 
€ p*, adică f(2es ya) = ata + byz + e >0. 
Rezultă e(î) = (4 — za + tza, ((— Di + 
-F îs) = (1 — D (azi + dy e + tag + 
bye + 6) = (1 — Di 70) + fie a), 
1E[0,1]. Deoarece g([0, 1]) este segmentul 
din R care uneşte pe p(0) —f(za y)<0cu | 
Fig. 11. 33 p(1)=—f(z222)>0, există o valoare Za €[0,1] 


- sînt situate în semiplanul închis z — p> 2. De aceea locul peomelrie 


tfel încât 0 = (to) = a((1 — to)zza + ozn) +- V((4 — to), + to) + e. Deci 
NLMM2) = (4 — to) + teza, (1 — to) + toda))- 
Implicit în această demonstraţie am admis că un punct separă pe R. 


Mulţimile p- şi pt se numesc semiplane deschise, iar mulțimile p-Ud, 
prUd se numesc semiplane închise. Dreapta d se numeşte frontiera semi- 


“planelor. 


Avind în vedere că f păstrează semn constant pentru punctele unui semi- 
plan, pentru aflarea acestui semn este suficient să alegem un punct particular 
(220, Yo) şi să vedem ce semn are numărul f(zo; Yo): 

Deoarece semiplanele sînt mulțimi convexe, orice intersecţie de semiplane 
este o mulțime convexă. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se arate că locul geometric al punctului de intersecţie al dreptelor 
du:z-ty=ad:z—y=at+2, a (0, co) este semidreapta y +1 =0, 


a>1. 


Soluţia. Droptele da sint situate în semiplanul închis + y > 0, iar dreptele da 
va alla în zona 


nehaşurată în figura II. 34. 
Bliminind parametrul a din 2 + y = a, 2 — y = a 2, a [0, co) rezultă semidrenp- 
tay+i=0a>1. 


2. Fie ecuaţia 
(2) z(tg2 e + cos? ș) — 2ay tgp + W?sin?o = 0, unde e 7 ha; 2+ iz . 
k, le Z. E 

1) Se consideră ecuaţia (Z2) ca avind necunoscutele z și y şi parametrul p; se 
notează cu e și B unghiurile pe care 
le fac cu axa Oz dreptele definite 
prin (E). Să se calculeze te a — tg f. 


E: a 


Apoi, presupunind pe =, să se 


sorie ecuația comună a bisectoarelor 
unghiurilor formate de cele două 
drepte. + 

2) Considerind ecuaţia (E) ca 
avind necunoscuta q şi parametrii y 
şi a să se determine regiunea din 
planul zOy pentru care ea admite = 
soluţii. . Fig. II. 34 


7: 
cd bl aid 
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ie. 1) Se observă că 2 = O implică y = 0 şi reciproc. Apoi, pentru z 7 0, ecuaţii 
(2) se trunscrie 


Rezultă 


1 
a — 
2 — sin pcusp 


-y 


nate de ele sint Y — 
(23 ELA 
vro 
2) Pentru z sf 0 se observă că ccuaţia (E) este echivalentă cu Y 2__ 44 sau 


2 sin 29 
Aceasta are soluții nnmni dacă | > |. npricitina mo: 
val 
(2, 2) trebuie să se afle în intersecția reriunilori 2 > 0 
y+azs0; 2>0; p—dz>0; z< vw+z>0; a<0 yo; 2>0, 
po a>0iz>0 pt dai 20,9 Poz>0; 2<0,y 20, adică în porţiu 
mea dubiu naşurală din fura ÎL. 35 
3. Să se determine semnul conficientului unghiular al dreptei d, dară prin 
ecuaţia (a + b--1)a -+- Za — b)y — da —5 = 0, ai cărei coeficienţi depind 


cu sin 29 = 


vie 
dulele găsim că punctul 


de coordonatele unui punct P(a, 6), raportat la reperul cartezian 00. 
“Soluție. Fie m cocticientul unghiular al dreplei d. Avem m = —% a, 
SE 


20 — bf 0. Drepteled:a +1 = 0sidz:2a —b = Dimpart planul în pate regiuni 
(fig. 11.36). Notind fila, 6) = a-k- ba şi fila, 5) = 2a —b, semnul lui mm esto dat în 
tabelul 2, 


TPig. UI. 36 
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EI 


| esa |n D) | fata, 2) | 


1 + d = 
u | E: = |+ 
ua =, = = 
IV — L aj 


TABELUL 2 


$ 11. Probleme de programarea liniară în două variabile 


Fie f:R2=R, f(z 9) Saztby te. 

mooromă. Dacă funcția f se anulează în trei puncte distincte necoliniare, 
atunci eu este nulă peste tot. 

Demonstraţie. Fie (2 y) E BR 


1,2,3. Ipotezele 


az, za 
ata + am 1 |7%0 
aza i Za val | 


implică a =b =c==0 şi deci f(r, 1) =0, Vi. ERE. 
Consecinţă. Daci fin valori egale în trei puncte distincte necoliniare, atunci 
feste o tuneţie constantă. 


Meoromă. Dacă SCR: este o suprafată poligonală conveză (privită 
ca intersecție de semiplane ), iar f : RE — B, f(x, 9) = uz + by + e este necon- 


stantă, atunci fiecare dintre numerele min f(x, y) sau max f(z, y) este atins cel 
tes tes 


pulin într-un virf al lui S şi cel mult pe o latură « lui S. 


Demonstraţie. Ecuația az + by +e—f=0 reprezintă un fascicul de 
drepte paralele cu linia de reper A: az + by = 0. Se observă că distanța 
de la 0(0,0) ln dreapta Ap: az + bye —f=0 este 

ilie 

î= fara 
Această relaţie arată că extremele 
funcţiei f — c sint proporţionale cu 
extremele lvi d. Ducind OP_L Ap, 
RQ _ Ap (fig. 11.37) avem RQ = d şi 
deci extremele lui d vor fi atinse cel 
puţin în unele virturi ale lui S şi cel 
mult pe o latură a lui S. 

Generalizare. Dacă S c R? este o 
interşecţie de semiplane care posedă cel Fig. 11. 37 
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Ei 
puţin un virf, atunci unul dintre numerele min f(z, y) sau max f(z, y), acel 
tawjssS (ass 


care există, este atins cel puţin într-un virf al lui S. 

Problemele de programare liniară în două variabile sint probleme de urmă- 
torul tip: să se determine minimul sau mazimul fanctiei (7, y) — [iz y) = 
= az + by + e cu restricţiile z > 0, y 30, az by > cp i = 1 2 m. 

Avind în vedere teorema precedentă, rezolvarea unui program liniar în 
două variabile se poate face în felul următor. Se trasează dreptele de ecuaţii 
2=0,y=0, az + by = e m, şi nind seama de teorema refe- 
vitoare la separarea planului în regiuni se pune” în evidență mulțimea con- 
vexă 8. Se determină virturile lui S şi apoi se compară valorile lui f în aceste 
puncte. Evident această metodă nu este eficientă decit dacă numărul de 
restricţii este relativ mio. 


PROBLEME REZOLVATE L 


1. Un atelier produce două tipuri de piese A şi B. Tipul A este calitativ 
superior tipului 2. Boneficiui net este de 2 lei pentru tipul A şi de 1,5 lei 
pentru tipul B. Timpul de fabricaţie pentru tipul A este de două ori mai 
mare decit timpul de fabricaţie pentru B. Dacă toate piesele ar fi de tipul B, 
atelierul ar putea produce 1000 piese pe zi. Aprovizionarea cu materiale 
ajunge pentru 800 piese (tipul A şi B), iar capacitatea atelierului este cel mult 
400 piese do tipul A şi 700 piese de tipul B. 

Cite piese de tipul A pi cite de tipul B trebuie fabricate într-o zi pentru ca 
beneficiul total al atelierului să fie maxim? 


Soluţie. Fio x şi y numărul de piese de tipul A respectiv B. Restrieţiilo stnt 
0s 23400, 0sys4 700 
e+ys 800 
22 +y 1000, 
iar funcţia de optimizat este dofinită prin 
fa) = 22 + i y. Construim deoptelo de ocu- 


aţii 2 = 400, y = 700, 2-ty= 800, 22ky= 
= 1000 şi astfel obținem hexagonul OABCDE 
unde O(0, 0), A(0, 700), 23(100, 700), (200, 600), 
D(400, 200), 24400, 0) 11. 38). Puneiele din 
interiorul şi de pe laturile acestu hoxagon 
satistac restricțiile problemei. | 
Deoarece 7(0, 0) =0, f(0, 700) = 1050, 
(400, 200) = 1250, (200, 600) 1 300, 
[la00, 200) = 1 100, /(400, 0) — 800 rezultă că 
punctul de maxim este C(200, 600), îar 


ie max f(z, y) = 1300. | 
3. O secţie a unei fabrici produce Î 
Fig. N. 38 două tipuri de aparate. Pentru aceasta 


62 


are nevoie de piese furnizate de o altă întreprindere, fiind însă obligată să 
comande zilnic cel puţin o cantitate de piese din care s-ar putea face 80 de 
aparate de primul tip sau 60 de aparate de al doilea tip. Capacitatea de mon-. 
taj este de cel mult 100 de aparate pe zi din ambele tipuri. Zilnic sint solicitate 
la vinzare cel puţin 40 de aparate de primul tip şi cel puţin 30 de aparate de 
al doilea tip. Pentru realizarea unui aparat de primul tip se cheltuiesc 2 000 lei, 
iar penţru realizarea unui aparat de al doilea tip se choltuieso 4 000 lei. Să se 
stabilească planul de producţie zilnic care se realizează cu minimum de chel- 
tuieli. 


Soluţia. Notind cu z şi y numărul de aparate sintem conduși la următoarele restricţii 
az „a 
E a Za, 
z+y & 100 
2 > 40, y 3 20, 
2, y = numere întregi, iar a este cantitatea minimă de piese impusă de furnizori. 
Funcţia obioetiv reprezintă choltuielile, adică /(z, ) = 2 0002 + 4 000. Lăsind deo- 
parto condiţia zyy = întregi, patrulaterul restricţiilor ABCD are virturilo A ( A : 20), 
560 000 


2(80, 20), (40, 60), D(40, 30). Gasim /(4) = 


[(D) = 200 000, adică ae. 20) este punctul de minim pentru probloma modificată 
(tie. 11. 39). 

Se impune să cercetăm punctul Aa(54,20). Se constată că f (44) < [(z, v), Vi 9) 
din patrulaterul ABCD, 2, y = întregi. De aceea z = 54, = 20şi min [(z, y) = 188 000 
este soluţia problemei. 


„ P(2) = 240 000, f(C) = 320 000, 


3. Să se găsească maximul funcţiei z = 4(1 + A) + 27 pe mulţimea 
0s<z<4,0s<ys6, 32 4+2y < 10, ştiind că A este un parametru real. 


Sotuţie. Se observă că punctele din interiorul şi de pe laturile triunghiului din figura 
11. 40 satisfac restricţiile problemei. Apoi ținem seama că pentru a rezolva un program 
liniar este suficient să examinăm numai virfurile, De aceea calculăra zo = 0, zA = 


> + 1) şi zp = 10. Comparind aceste trei numere ajungem la concluzia că 


63 


pentru As az avem max = 2 = 10 


E - avem max 3 = aa = ou + 2) şi A este punctul de maxim. 


$ 12. Probleme propuse 


1. Intr-un reper ortonormat (0; i, j), se consideră punctele A(1,2), Z2(6, —4), C(7, 4). 


1) Să se găsească coordonatele punctului D. astfel încit A = BB. 


2) Să se găsească coordonatele punctului E, astfel! incit CE 


EB. 


R. 1) D(2, 1); 2) 2(3 3). 
3 3 
3. Pe o maşină de găurit în coordonate avem de prelucrat piesa din figura II. 41. Sase 
determine coordonatele carteziene şi coordonatele polare ale punctelor A, B, C, D în care 
urmează a se realiza găurirea. 


8. În planul p se consideră reperul cartezian Oy. Să se arate că nu există nici un tri- 
unghi echilatera! cu toate virturile de co ale numere întregi. 


Die, d) sint virfurile, a, b, e, d fiind întregi. 
aturilor şi folosind identitatea (ad — de): = (a? +- 42) (ct + 


Indicaţie. Se presupune că O(0, 0), Ala, 5) 
Notind cu r pătratul lungimi 


4) 


un număr raţional. 


(ac + ba): rezultă contradicţia  =V/3, expresia din stinga fiind 
r 


4. Sa se scrie ecuaţia carteziană a dreptei d determinată de punctul AMolzo, ve) şi 
vectorul director ățu, v): 


1) Ara(2, 1), at, 3). 
2) Mo(2, 1, aa, —1). , 


5. Să se găsească mulţimea punctelor M(z, y) din plan, ale căror coordonate verinea 
relația: 


3) zl ilyl=a 


ke z; 2 uim, kez. 


6. Să se găsească ecuaţiile laturilor și 
coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului 
ABC ale cărui virturi sint punctele A(5, 0), 
Bu, 2), C(—a3, —2). 

7. Latura [AB] a unui triunghi A BO este 
Fig. II. st Situată pe dreapia d: 3z + 2y — 16 =0. 
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B este punctul de maxim, iar pentru 


Indicaţie. 1) = —3y = (m —22)4+ 2kr, 


e Eat [a Li o ei aa 


Fig. 11. 42 Fig. II. 43 


Să se determine coordonatele virfurilor triunghiului, ştiind că abscisele virfurilor A și B 
sint egale cu 2, respectiv 6, iar centrul de greutate G al triunghiului are coordonatele 
(—1, 0). 

R..A(2, 5), B(6, 2), C(—1t, —7). 

8. Se dau punctele distincte M,(cos at, sin al) şi M(cos fu, sin 6). 

1) Să so calculeze d(M,, M,). 

2) Să se determine coordonatele mijlocului M al segmentului [M,M,] şi să se calculeze 
alo, m). 

3) Notind cu M, proiecția lui M, pe Oz, să se determine a şi 6 astfel încit dreptele 
MM să tie perpendiculare pe OM, pentru orice 4. 


R. 1) d(M, MM) = 2 |, 2) a(0, a) 


3) cos 3 t—cosa =0 VeR=B=3x. 


9. Să se scrie ecuaţia dreptei ce conţine punctul A(4, —2) şi este paralelă cu dreapta 
d: 3z+y—1=0. 
10. Să se traseze graficele funcţiilor f: RR în următoarele cazuri: 


1) flo) = Vas, 2) flo) == 
3) flo) = Vaza, af =2—lz—2l- az 
11. Se consideră crenelul din figura II. 42. Fixînd un reper cartezian adecvat, să se 


stabilească ecuaţia carteziană explicită a acestui crenel. 

Aceleaşi probleme pentru dinţii de ferăstrău din figura 11.43, pentru scara din figura 
11. ah şi pentru cremaliera din figura II. 45. 

12. Se dau punctele A(3, 2), B(—5, 4), C(—3, —4), DE, —3). Fio (L) = BAN CD 
şi (M)= ADN BC. 

1) Să se arate că dreapta ZM este paralelă cu AC. 

2) Să se arate că dreapta BD trece prin mijlocul lui | LM |. 


metibeația. 4) (2 2 p m(—2. —*) „ Dreptele LM şi AC admit. voo- 
torul directori + j;2) BD:z+y4+1=0. 

18. Să se scrie ecuaţiile mediatoarelor şi ceuaţiile înălțimilor triunghiului ale cărui 
virturi sint A(4, 6), B(—2, 2), C(2, —4). 

Să se calculeze: 1) coordonatele centrului şi raza cercul 
ABC, 2) coordonatele ortocentrului triunghiului ABC. 


circumscris triunghiului 


—— 250, 
—— 
—_———_a 
—— 
Fig. II. 4 Fig. UL. 45 


65 


5 — Matematică — Geometrie analitică cl. a XI-a 


14. Suporturile laturilor [AB] şi LAC] ale unui triunghi ABC au respectiv ecnaţiilo 
iz +y—83=0, sr + 5y — 24 = 0 iar viriurile B şi C sint situate pe axa Oz. 
Să se scrie ecuaţia medianei corespunzătoare virtului A. 


BR. az 3y—16 =0. 
15. Să se determine parametrul m e R asitel încit punctul de intersecţie al dreptelor 
= 22 + 5 da:y = ma — 8să fie situat pe bisectoarea a doua a unghiului format 
de axele de coordonate. 


E 
- ni mm — a 
5 


16. Să se discute în raport cu parametrul m & R, poziţia următoarelor două drepte: 
im k 2y = 8 d: + (m—1y=a. 


0 dacă z=<0 
1 dacă 220 


dmimz —y —1=0, me BR. Să se determine m asttel încit intersecţia dintre graficul 
lui e şi dm să fie nevidă. 

Să se formuleze şi să se rezolve o problemă asemănătoare utilizind funcţia modul 
PRR fm = le. 

Indicaţie. Se determină m astfel încît sistemul y = mz — 1, y = o(z) să admită soluţ 

18. O dreaptă variabilă d, care trece prin punctul A(0, 5) taie dreptele dj: z — 2 
și da: e — 4 = 0, respectiv în punctele £ şi C. 

Să se arate că paralela dusă prin B la OC trece printr-un punct fix. 

Indicaţie. d: ra + s(y — 5) = 0,7? + s* 4 0. Paralela dusă prin B la OC are ecuajia 
ra + siy — Se 5) =0 st 0. Coordonatele punctului fix sint (0, —5). 

19. Să se demonstreze că dreapta variabilă dm: (m + 6m + 3) — (2m? +4- 18m + 
“+ 2)y — 3m 4 2 = 0 trece printr-un punct fix, oricare ar fi me R. 
ție. Se ordonează după puterile lui m şi se identifică cu zero, Rezultă 


17. So consideră treapta unitate o: R— R, o(2) = şi dreapta 


20. O rază de lumină care trece prin punctul de coordonate (3,1) se reflectă pe dreapla 
di — y + 2 = Oşi apoi trece prin punctul A(1, 4). Să se găsească ecuaţiile parametrice 
ale razei incidente şi alo celei reflectate, 

21. Virfurile unui patrulater ABCD sînt A(4,3), B(5, —4), C(—1, —3), D(—3, —1). 

1) Să se calculeze coordonatele punctelor £ şi Z, unde (77) = AB N CD, (P) = BCN 
NAD. 

2) Figura ABODEP se numeşte patrulater complet. 

Să se scrie ecuaţiile diagonalelor AC, BD, EP şi să se verifice că mijloacele diago- 
nalelor [AC], (BD), [EP] sînt trei puncte coliniare. 

5) Fio (4) = ACDEF, (N) = BD NEF. Să so verifice că punctele E, M, N, P 
formează o diviziune armonică. 

22. Să so determine ecuaţiile dreptelor ce trec prin punctul A(1, 4) şi sînt echidistanto 
faţă do punctele B(—41, 0) şi C(—1, —1). 

Indicaţie. Reuaţia fasciculului cu virful A(1, 1) este r(z — 1) + s(y —1) = 0, ra 
4 st 40. So caută dreptele din acest fascicul care sint echidistante faţă de B şi C. 

825. Raportăm planul p la un reper cartezian şi considerăm punctul M(z, ) ale cărui 
coordonate satisfac relaţia 


1) Să se arate că punctul M aparţine unei drepte fixe d. 
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2) Să se afle minimul expresiei z* + y? cind Med — (Mo(—4, —2) 
R. 4) a: 72 —9y 110; 2). 


24. Să se găsească valoarea minimă a lui a? + b*ciînda,b e R, iar ecuaţia 2* 4 az 4 
4 ba + az + 1 = 0 are cel puţin o rădăcină reală. 

Indicaţie. Pentru z fixat ecuaţia reprezintă o dreaptă d în planul a0b. Distanţa do la 
origin6 la punctul de coordonate (a, b) trebuie să fie egală cu distanţa de la origine la dreapta 
d. Deci, 

Se mA 
Vorba 
încît problema pusă se reduce la aflarea minimului global al funcţiei definită de pătratul 


expresiei din dreapta. Rezultă min (a* + 24) 3. 


25. Să se scrio ecuaţia dreptei ce trece prin punctul M(4, 2) şi care intersectează seml- 
axele pozitive Oz, Oy, în două puncte A, B asitel incit triunghiul dreptunghic A0H, să aibă 
aria egală cu 27. 

Indicaţie. Se foloseşte ecuaţia fasciculului cu virtul M(4, 2), adică r(z — 4) + ay — 
—3)=0, Mk atko. 

20. Să se oxpliciteze soluţiile în R2 pentru: 

4) lal+lyl—2>0, 2) 2<lz=1l+ly—21|—s3<4 
3) (r—y4+ oz 3y+0)>0. 

Indicaţie. Se consideră că (2, ş) sint coordonatele unui punct din plan şi so utilizează 
impărţirea planului în regiuni. 

27. Pe axa Oz se consideră punctele fixe A, B, C. Prin C se duce o dreaptă variabilă 
care întilneşte prima biscctoare a axelor în M şi axa Oy în N. Să se atlo locul geomotrio 
al intersecţiei dreptelor AM şi NB. 

R. O dreaptă ce trece prin origine. 

28. Se consideră reperul cartezian zO0y, un punct fix Ala, 0) pe Oz și un punct fix 


D(0, a) pe Oy astfel încât a > 0. Un punct P se mişcă pe segmentul [OB], iar un punct 2 
m 


so mişcă po semidreapta By astfel incit XOAP = XOP'A = 0, 0e (o. ij Să so gă- 
soască locul geometric al centrului cercului circumscris triunghiului APP. 
B. Semidreapta paralelă şi de acelaşi sens cu Oy de origine D(a, a). 
20. O funcţie f:R2— BR, f(z, az + bye, a,b,c e Rse numeşte funcție liniar 
afină. Să se arate că restricţia unei funcţii liniar afine la un segment [AB] este sau o con- 
stantă sau îşi atinge extromele globale în extremităţile A şi B. 
Indicaţie. Dacă A(zs vi), Blza, ya) atunci (API: e = (1 — Da + tz y = (4 — Di + 
1 tra te [0, 1]. Rezultă: e(t) = [(z 9) = [ras va) e Uf(zas va) — Fl va), 2 e 0, 1]. 
80. în cadrul unei C.A.P. sînt destinate 8 hă teren pentru a se cultiva două feluri 
de plante A și B. Investiţiile necesare pe hectar sint 2 000 lei respectiv 5 000 lei, iar ciştigul 
not pe hectar este 3 000 lei respectiv 9 000 lei. G-A.P.ul dispune de o sumă de 25 000 lei. 
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Pe cite hectare trebuie cultivate fiecare din aceste feluri de plante ca să se obţină un 
ciştig maxim? 


BR. 2 =5ha, y 

31. O întreprindere de construcţii trebuie să realizeze un complex de locuinţe însumind 

900 garsoniere, 2 100 apartamente cu două camere și 1 400 apartamente cu trei camere. 

So preconizează doua tipuri de blocuri: primul tip cuprinde 40 do apartamente cu trei ca- 

more, 30 de apartamente cu două camere şi 10 garsoniere şi costă 4 milioane lei, iar al 

doilea _tip este format din 20 de apartamente cu trei camere, 50 de apartamente de două 

camere şi 30 de garsoniere, avind costul de 5 milioane lei. Să se stabilească cite blocuri de 
fiecare fel trebuie construite astfel încit cheltuielile de construcţie să fie minime, 

R. 20 de blocuri de primul tip şi 30 de blocuri de al doilea tip. 


8 ha, max f(z, ) = 33 000 lei. 


Capitolul Il 
IZOMETRII 


$ 1. Transformări geometrice 


Fie p un plan. O funcţie (F :p — psauo restricţie a unei asemenea funcţii 
se numeşte transformare geometrică. "Transformarea geometrică (7 :p = p 
ataşoază fiecărui punct M € p un alt punct M' € p pe caro îl notăm cu (F(), 
(fig. III. 1). Mulțimea tuturor punctelor (F(U), M € p, se numeşte imaginea 
lui CZ şi so notează cu (7(p). Evident (F(p) E p. Un punct M, cu proprietatea 
(FU) = Me se numeşte punet fiz al funcţiei (7. 

"Transformarea geometrică (. se numeşte: 

1) injectivă, dacă relaţiile VM,, Ms € p, FU) = FU) E p implică 
M, = Ma (echivalent VM,, Ms € p, M, st Ma > (IM) 2 FU); 

2) surjectivă, dacă VM' € p, 3M € p asttel încit (F(M) = M' (echiva- 
lent (7ip) =p); 

3) bijectivă, dacă este injectivă şi surjectivă. Aceasta înseamnă că fiind 
dat un punct M' € p există un punct unic M € p astfel încît (F(A) = M'. 
Existenţa este asigurată de faptul că (7 este surjectivă şi unicitatea decurge 
din faptul că (7 este injectivă. 

Dacă F:p=pşi 6: (7(p)— p sint donă transformări geometrice atunci 
prin M = (QoP) (0) = G(F(N)), VM e p, definim transformarea produs 
QoF:p o (fig. 1.2). Produsul transformărilor este o operaţie asociativă, 


adică (Qo7)o D= Go (Fo n) 


m=Zm) 
F, 
pai a N 0) 
M Mm 
Fig. MU. £ Fig. MI. 2 
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Ea 


PE 7 a MM) 


ZT 
Fig. WI. 3 Fig. MI, & 


Unei transformări geometrice bijective (F: p — p i se poate ataşa transtor- 
marea geometrică (unică!) g:p — p asttel incit Q( M') = Mep cu proprie- 
tatea (F(M) = M'. Transformările geometrice (7 şi Q satislao relaţiile 
(go F) (N) = M, vMEp, (Fe) (M') = M, vM'ep. Pe scurt, gr = 
= Fog = Ip, unde 1p este identitatea pe p, adică transformarea geometrică 
caraaterizată prin Ap(M) = M, vMeEp. Invers, dacă unei transformări 
gcometrice (7:p = p i se poate ataşa o transformare geometrică ip -+ p 
care să satisfacă relaţiile go(7 = (7-8 = In, atunci (Ș este în mod necesar 
o bijecţie. Transformarea geometrică 3 se numeşte inversa lui (7 şi deseori 
se notează cu (7? (fig. II. 3). 

Dacă (Pip = p şi Q:p = p sint transformări geometrice bijeotive, atunci 
Qa7 este tot bijectivă şi (go PI = Pio. De asemenea, pentru orice 
bijeaţie (7: p — p se satislac îpe(7 = (Foto = F. 


$ 2. Translaţii 


Fie planul p şi mulțimea vectorilor liberi V. Notăm cu A, MP două puncte 
din plan şi cu 9 un vector liber fixat. 

Detiniţie. Transformarea geomotrică S:p—p “definită prin M'= 
= (1), MM: = d se numeşte translație de vector 2 (fig. INI. 4). 

Definiţia este corcotă deoarece fiecărui punot M Ep i se asociază un punot 
şi numai unul singur M'ep determinat de faptul că segmentul orientat 
Tir twobuie să fie reprezentantul vectorului 9. În particular translaţia de 
vector 0 este identitatea 1p. 

Bvident, dacă se dau punctul A și imaginea sa A”, atunci există o singură 
translație care duce pe A în A” şi anume translaţia de vector AA. 

meoremă. 1) Dacă Sa este translaţia de vector 5, şi Sa este translaţia de 
vector da, atunci produsul 8, Se = Sao Sa, este translaţia de vector bi + Da 
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II. 6 


Fig. IL. 5 Fi 


2) Dacă S este translația de vector î, atunci S1 ezistă şi este translaţia 
de vector — 5. 
Demonstraţie. 1) Fie $, translaţia de vector d adică M” = 5, (M), 
Ta 


MU" = 9, şi Sa translaţia de vector Da, adică M* = TM”), M” 
(fig. III. 5). Produsul S, o Se este translaţia de vector 2, + 2, adică M” = 
(7094) (A), Mr” -F Da. Analog Sao Y, este translaţia de vector 
De +- D, şi deci So Sa = Sao Su. 


2) Temă 


"Teorema precedentă conţine elemente suficiente pentru a afirma că mulţi- 
mea tuturor transiaţiilor planului p este un grup comutativ în raport cu opera- 
ţia produs (grupul translațiilor ). 

Raportăra planul p la reperul cartezian (0; , J). Presupunem că punctul M 
are coordonatele (, y), punctul M” are coordonatele (2, 7), iar d = hi + ki]. 

Meoromă. Translaţia S de vector D = hi 4 kj este caracterizată prin 
ecuaţiile 

d =z+h 
iți da e n2. 

Domonstraţie. Relaţia de definiţie MM” = 9 este echivalentă cu (2 — 
— i + 0 — 9) hi + hj. Rezultă 2 — 2 =, y' —y = k, adică a 
= zh =y+kh 

Cu ajutorul acestei teoreme se poate demonstra uşor proprietatea unei 


translaţii de a păstra distanţa dintre puncte (fig. Ul. 6). Într-adevăr, dacă 
prin translaţia 9 de vector 2 = Hi + 4j punctele Muz vi), i = 12, au 
imaginile Muz, yi), ai = 2 + hi Sk hi = 142, atunci . 
dA, Mp) > VF = Va 24 (au 
= d(Mu Ma) 
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PROBLEME REZOLVATE 


1. Fie segmentul [AB] şi cercul C de 
centru O şi rază r. Fiecărui punct Jf de 
pe cercul Ci se atașează punctul M” astfel 
încit ABMM să fie un paralelogram. Să 
se găsească mulțimea punctelor M'. 

Fig. 11. 7 Soluţie. Deoarece  ABMA este 

un paralelogram rezultă MM” = BA 

(fig. TI. 7). Punctul MP” este transformatul lui M prin translația de vector 

BA. De aceea, atunci cînd M descrie pe C, punctul JI” descrie un cero cu 
centrul 0”, 00 = BA, de rază r. 

2. Fie segmentul [AB] şi două drepte concurente d şi d. Să se determine 
punctul M pe d şi punctul M' pe d' astfel încît ABM M" să fie un paralelogram. 

Soluţie. Fie d” imaginea lui d prin translațin de vector BA şi (41) = d! N d”. Deoarece 
ABMM' este un paralelogram rezultă MM! = AB, adică M este imaginea lui M' prin 
translaţia de vector BĂ (fig. IL. 8). 

3. Se dă triunghiul de virfuri A(3,2), 241,5), C(—2, —1) şi translaţia F 
determinată de punctele 0(0,0) şi O” (1,2). Să se găsească A' = S(A), B' = 
= S(2), 0'=S(0), S(AB), S(AC), S(BC) şi să se verilice că S(AB) = 4'B', 
S(AC) = A'C", S(BC) = BC. 

Soluţie. (fig. III. 9). 'Translaţia S este determinată de vectorul 007 = î + 2]. 


Asttel ca are ecuaţiile d = 2 +1, =y+2. 
Punind z = 3, y = 2 găsim a = î, y/ = & şi d 


Se observă ca AB: E72 o Y pia şi ap: 


i Art, 4). Analog 2(2, 7), C'(—1, 1), 
ZA a Vh, Pe do altă parte 


2 


stup): 4 şi deci S(AB) = 4'77. Analog se veritică şi colo- 


1alte relaţii. 


Fig. III. 8 
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$ 3. Rotaţii 


Fie planul p raportat la reperul cartezian 20y, plan orientat prin fixarea 
sensului ds rotaţie trigonometric drept sens pozitiv. Sensul mişcării acelor de 
ceasornic este sensul negativ. Admitem cunoscute noţiunile de unghi orientat 
şi de măsură algebrică a unui asemenea unghi. 


Dotiniţie. Fie 0 o măsură algebrică de unghi orientat fixat. 'Pranstor- 
marea geometrică 2:p—p detinită prin 2(0)=0 și pentru M 70, 
P(M) = M asttel încît d(0, M) = (0, M'), X MOM' = 0 se numeşte 
rotaţie de centru O şi unghi O (fig. III. 10). 

Rotaţia este bine definită deoarece fiecărui punct JJ € p i se ataşează un 
punct şi numai unul M” € p determinat de condiţiile date în definiţie. Origi- 
noa reperului cartezian este singurul punct cu proprietatea 2(0) = O, adică 
este singurul punct fiz. 

Presupunem că A are coordonatele (z, 7) şi M” are coordonatele (2, 77). 


mooromă. Rotaţia P de centru 0(0,0) şi unghi 0 este caracterizată 
prin ecuaţiile 


a = z cos 0 —y sin 0 
| zsin 0 + ycos 0,(z,y) ER:,0ER, 0= fixat. 
Demonstraţie. Urmărind figura 111.10, cazul 020, avem 2 = cos (e +0) = 
= cos a cos 0 — sin esin 0. Dar cos a = z, sin a = y. Deci a 
— y sin 0. Analog, y! = sin («+ 0) = 
= z sin 0-+y cos 0. 


cos 0'— 


0, adică y' = 


My) 


My) 
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Teoremă. 1) Dacă 2, şi Be sint rotații 
de centra O şi unghiuri 0, respectiv Oa, atunci 
PB, o Pa = Paso B, este rotația de centru O şi 
unghi O, + Pa. 

2) Dacă (2 este rotația de centru O şi unghi 0, 
atunci B ezislă şi este rotația de centru O 
şi unghi —8. 

Demonstraţie. 1) Temă. 

DA 2) Rotaţia (2 de centru O(0, 0) şi unghi 0 
Fig, UL. 44 este caracterizată prin sistemul de ecuaţii 


a! = 20080 — ysind 

y' = sin + ycos 0, (7,9) EN, 0ER, O=fixat. 
Presupunind M'(2, y') dat şi rezolvind sistemul precedent în raport cu (2, 3) 
găsim soluţia unică 


2 = 2 cos (—0) — y'sin (—0), 
| y = 2 sin (—0) + cos (—0). 

Aceste ecuaţii caracterizează o rotaţie $ de centru 0(0,0) şi unghi —0 cu pro- 
priotatea (2 o $ = go B = 1p. Da aceea (2 este bijectivă şi $ = p-1. 

Definiţia şi teoremele precedente arată că mulțimea tuturor rotaţiilor de 
centru O ale planului p este un grup comutativ în raport cu operaţia produs 
(grupul rotaţiilor ). 

Să arătăm că rotaţiile au proprietatea de a păstra distanța dintre puncte 
(fig. III. 11). Într-adevăr, dacă prin rotația 2 de centru O şi unghi 0 punctele 
Mira Va), i = 12, au imaginile Mi(zi, 7), zi = zu cos 0 — p, sin 0, pi = 
= a, sin 0 + pp, cos 0, i = 1,2, atunci 


dA, M) = Va > 2077 ua va = 
= Viza — 24) 6050 — (ya — vi) sin OP Iza — 20) 6050 F (ya — VA) sn 0 = 


= Viza — a)? F (va — va) (cost0 PF sin?0) = V/ (za — 27 FV = 
= d(41 Ma). 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Pe laturile [4 B] şi [AC] ale triunghiului A BC, în exterior, se conatmieso 
triunghiurile ABD şi ACE asttel încit 3 PAC = X DAB = 90 şi X ADA = 
= X CEA. Să se arate că mediana din A a triunghiului ABC este inalțunea 
în triunghiul DAE. 


a 


Fig. UL. 42 

“Soluie (fig. ITI. 42). Fie AH | BC(MEI = (MC, AH 0 DE = (P), AMO DE =(N). 
Preluugim pe [BA] cu uu segment [AR] = [BA]; atunci AM este linie mijlocio în triun- 
ghiul BRC, adică AM || RC şi d(a, M) = A a, 0). 


Ttecinăm o rotaţie de 90%, cu centrul în A, a triunghiului ARC; AR devine AR, 
AC devine AC, şi EC devine B,C,. Dar ABD = ACE; 


acei MAO), A(4:-2) sau MA. 0) aa. DD 


ata, 5) O ata, D) ata, ai) 7 AA, D)” 


Rozultă RC, || DE și cum RC, L RC, AM || RC, găsim AM | DE. 
2. 1) Se dă triunghiul echilateral de virturi A(1, 2), B(8 —1), 


1+2V/35), 
2 


Si se datermine imaginea sa prin rotația (2 de centru O şi unghi 2. 

2) Se dă pătratul de vinturi A(—1, 0), B(, 0), CU, 2), D(—1, 2). Să se 
determine imaginea sa prin rotația (2 de centru A și unghi — a 

Satuţie. 1) Rotaţia de centru O şi unghi m/3 este caracterizată prin 

a E! Ei 
PE PE Pa, Da 
1 Va 

Puntud » = 1, y = 2, găsim dp 8 y = Pg + 1. Astfel imaginea lui A prin 
a esta punctul A pa vă, iezi + 1). Analog, 


(2 VE 23 —1), că mp. 6 + Vp). 
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fig. III. 13). Rotaţia a de centru 4(—1, 0) şi 
unghi —z/4 este caracterizată prin (de ce?) 


ara Vieru VZ, 


Evident lui A(—1, 0) îi corespuade punctul A"(—1, 0). 
Punctului B(1, 0) îi corespunde 


B(/â—s, —v/3). 


Analog, 
Fig. II. 13 C(2/3 —1,0), DP'(V/3—1,V/3). 


$ 4. Izometrii 


Fie planul p raportat la reperul cartezian z0y. Rotaţia de centru O şi 
unghi O este descrisă de sistemul liniar 


z' = z cosd — y sin 0, 
W' = 2 sin 0 + y cos 6. 


De uceea rotației (Pi se poate asocio matricea 


p—[eos 0 —sin 0 
sin 0 cos 8 


Matricea R are proprietatea 'RR = 7, unde J este matricea unitate de ordinul 
doi. Astfel A este ceea ce se cheamă o matrice ortogonală de ordinul doi. 


Fie A = | 8, :]e matrice ortogonală cu elemente reale, adică o matrice 


care satisface relaţia 'AA = 7. Ținind seama că determinantul produsului 
a două matrice este egal cu produsul determinanţilor şi că determinantul unei 
matrice este egal cu determinantul transpusei, deducem det (tA A) = det/ = 
=> (dottA)(detA) = 1 = (detA): = 1 = det 4 = 4-1. Astfel matricea orto- 
gonală A este nesingulară, adică admite inversa A-1. Dacă înmulțim relaţia 
"AA = la dreapta cu A” rezultă IA — A-1. Din această egalitate, prin 
înmulţire la stinga cu A, rezultă A'A = Z. 

Inversa unei matrice ortogonale este o matrice ortogonală. Într-adevăr, 
TAIA = (A)AA = AAA = I. Analog se arată că dacă A şi B sint 
matrice ortogonale (de ordinul doi), atunci şi matricea produs AB este orto- 


gonală. 
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meoremă. 1) Orice matrice ortogonală de ordinul doi cu determinantul 
+ 4 se poate scrie în forma 


cos 8 — sin 0 
sin 8 cos ] 


2) Orice matrice ortogonală de ordinul doi cu determinantul —1 se poate scrie 
sub forma 
cos 8 sin 0 
sin 0 —cos 0 


Demonstraţie. 1) Fie A = [E | o'matrioa ortogonalăi da ordinul 04. 
e 


Problema se reduce la a rezolva sistemul 
ae =1,ab- cd =0,b24-d:=1,ad-—be= 


Se observă că dacă punem a = cos 0,c = sin 0,0 € R,atunci prima ecua 
este identic satisfăcută. Analog, ecuaţia a treia admite familia de soluţii b 
= cos ș,d = sin ș,e E R. Se impune ca acestea să verifice ecuaţia a doua şi 
ecuaţia a patra, adică 


cos (0 — 9) =0, sin (0 — ș) = —1. 
Rezultă p = 0 — e (mod 27) şi deci b = —sin 0, d = cos 0. 


2) Temă. 


Observațiile precedente sugerează introducerea transformărilor geome- 
trice determinate analitic de o matrice ortogonală, transformări care conţin 
votaţiile de centru O ca un caz particular. 


Dotiniţie. Pio A [2 îi] o matrice ortogonală. 
Dă 


"Transformarea geometrică caro asociază punctului M(z, y) punetul M'(z, 77) 
detinit prin 

az + by, 

cz + dy 


so numeşte transtormare ortogonali. 


Avind în vedere observaţiile făcute pentru matricele ortogonale de ordinul 
doi rezultă: 


1) orice transformare ortogonală admite o inversă care este tot transformare 
ortogonală, Sa . 
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2) produsul a două transformări ortogonale esteo transformare ortogonală, 


3) dacă det A = --4, atunei transformarea ortogonală corespunzătoare este 
o rotaţie de centru O, ii 


4) dacă det A = —4, atunci transformarea ortogonală corespunzătoare est 
o rotație de centru O şi o simetrie de ază Oz sau Oy. 

Aceste observaţii arată printre altele că mulțimea tuturor transformărilor 
ortogonale ale planului p este un grup în raport cu operaţia produs (grupul 
transformărilor ortogonale ). 

Ca şi în cazul rotației un calcul analitic simplu arată că o transformare 
ortopgonală păstrează distanța dintre puncte. 

Pornind de la modelul transformărilor ortogonale şi al translaţiilor intro- 
ducem transformările geometrice care poartă numele de izometrii. 


Dotiniţie. Pio A =[e 2lo matrice ortogonală şi (A, k) o pereche 
G | 


de numere date. Transformarea geometrică caro asociază punetului M(z, y) 
punetul M'(2, 7) detinit prin 


het i 
W=ez+ăy+k 


se numeşte izometrio, 


Alternativ izometria este produsul dintre o transformare ortogonală de 
matrice A şi o translație de vector fi + kj. În cazul det A --1 izomutria ae 
numeşte deplasare (rototransiaţie ), sur în vuzul det A = — 1 izomotria se 
numeşte antideplasare (rotaţie, simetrie şi translație). 

Două repere carteziene determină unic o izometrie. Mai precis fiind date 


Fi = pa Fi FF) “pr 3, 
două repere carteziene 0; i, Îj 04 e îi. 0B ej şi (0;i,j, 04 et, 
O'b'ej' exista o singură izometrie 3 : pp astfel incit (0) = 0", 914) =4%, 
2(B) = B'. Această alirmaţie se probează destul de uşor dacă ţinem seama 
de expresiile vanonice ale matricelor ortogonale de ordinul d 
viva, inversa fiind 


De asemenea se constată că orice izometre este bij 


"4ot 0 izometrie, iar produsul a două izometrii este tot o izometrie. Astlel, 
izometriile formează grup în raport cu operația produs (grupul izometriilor ), 


Teoromă. 1) /zometriile păstrează distanța dintre puncte. 
2) Izomeiruile păstrează dreptele. 
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Demonstraţie. 1) Orice izometrie 7 se 
scrie în forma $ o unde S este o trans- 
laţie şi $o transformare ortogonală. Rezultă 
d(9(4D, 3) = AS), ss) = 
= AS), SN) = UN, N), vH,N ep 
(fig. III. 14). 

"Notă. Se poate arăta că orice transformare 
geometrică a lui p care păstrează distanța dintre Fig. UL. 44 
puncte este o izometrie. 

2) Fie dreapta d, : as -+- by + e, = 0 şi izometria de ecuaţii 2” = az + 
+ by + hey cz + dy + k. Pentru simplificarea raționamentelor presu- 
punem ad — be = 1. Duoarece 


ci a —h bd E —|a z*' —h 
w—k d | Cap oaia 
imaginea 7 (2,) are ecuaţia 
a —h d a a —h 
LA] =0. 
al eX pată eee zel 


Aceasta este o ecuaţie de gradul întti în 2" şi ! pentu care (ad — buc)? + 
++ (ab, — dap) = db: ++ d) <- Dâţat ++ c3) — 2auba(ah + cd) = 2 +8 7 0, 
adică coeficienţii lui z*, y” nu se anulează simultan. Astlel teorema este justi- 
ficată. 


Izometriile păstrează distanţa şi dreptele. Deci ele păstrează toate noţiu- 
nile definite cu ajutorul distanței şi dreptelor. 


Consecinţă. Izometriile păstrează relaţia „între“, segmentele, semidreptele, 
unghiurile, triunghiurile și congruenţa acestor entităţi. 


Detiniţie. Două submulțimi, X, Y de puncte din plan so numese 
congrnento dacă există o izomotiie J:p—p asttol încit I(X)=Y 
(fig. 111.15, a — translație, d — rotaţie, c — simetrie). 


GSP 


Fig. IL. 15 
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Congruenţa este o relaţie de echivalență pe mulţimea submulţimilor (figu- 
xilor) planului p. Submulţimile (figurile) din aceeaşi clasă de echivalență 
poartă aceeași denumire. 


PROBLEME REZOLVATE 
1. Se dau punctele 


e e (pare al Sil 


a a—1 1— 


ati), Bu,4P (= d al) 
i | 1) . ie LI 
unde a este un parametru real. Să se determine condiţiile de existenţă simul- 
tană a triunghiurilor ABC, DEF şi să se verilice că în aceste condiţii ABC = 
= DEF. 


Soluţie. Existenţa expresiilor raţionale impune a 1, a 0. a E „în aceste 


condiţii so observă că A=D, B=E şi C=7, avind respectiv coordonatele 
ati 

— î 4) 
(5 — 1! a— a) (6.4) (5 


fie coliniare 


). Impunem şi condiţia ca 4, B, C să nu 


EL a 
a-—1l a-—1 
1 Li 1|%0. 
PE E! 
3a—1 


Romultă a gi —0t 53. 


2. Să se verifice că triunghiurile JZWL şi M'N'L" de virturi M(7, 4), 
NI, 4), L(3, 0, A01(—2/5, 16/5), N'(2, 5), L'0, 0) sint congruente şi să se 
determine izometria ( cu proprietatea 7 (MNL) = M'W'L. 

Sotuţie (fig. LII. 16). 'Triunghiurile dreptunghice MWL şi M'W'L! sint congruente 
deoarece au laturile congruente (de lungimi respectiv egale). Urmărind orientarea indicată 
de săgeți deducem că M'W'L' se obţine din MNL printr-o antideplasare, adică o izumetrie 
de tipul 


= a cos 0+ ysin 0+h 
W = 2 sin 0—y cos 0+-h. 


Y Pa 
N 
m" S|) ă 
z E] 
2) pa Pai 
Fig. LL. 16 
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coeficienţii cos 6, sin 0, k şi k sint determinaţi de sistemul 


— 2 = 7 cos 0 + sin 6+ h 


E = 7 sin 0 — cos 0+k, 


2 — 7 cos 0 + 4sin 0+h, 
5 = 7sin 0 — 4 cos 0-+k, 


2 = 3 cos 0 ++-sin 0+h, 
0 = 3sin 6—cos 0-+k. 
Rozultă cos 0 = — 2, sin 0 = fe A 0 Rima e Bi 


$ 5. Probleme propuse 


1. "Triunghiul A” B'07 este obținut din triunghiul ABC printr-o translație, Să so arate 
că medianele din punete corespondente ale celor două triunghiuri sint paralele sau coliniara. 

indicație. Imaginea unei drople d printr-o translație este o dreaptă paralelă sau egulăi 
cu d. 

2. Fie corcurile Cs, Cai segmentul [AZ]. Să se construiască un segment paralel şi con- 
gruani cu (A E) ale carui extremităţi să fie respectiv pe cercurile Ca şi Ca. Discuţie. 

Indicaţie. Se utilizează translaţia 5 do vector AB. 

3. în planul raportat la reperul cartezian z0y se consideră punctul A(—1, 2). 

1) Să se determine ecuaţiile translaţiei S de vector OA. 

2) Care este imaginea dreptei d: + y +1 = 0 prin 8. 

3) Să so găsească dreapta A cu proprietatea g(i): 2a — 3 ++ 1 = 0. 

4. Fie N, k, L trei drepte paralele. Să se construiască un triunghi echilateral ABC alo 
cărui virfuri să fie situate pe cele trei drepte. 

Indieaţie. Se fixează punctul A pe una din drepte și se utilizează rotația de centru A 
şi unghi 60” sau —60. Rezulta doua soluții. 


5. SA se înscrie un pâtrat într-un paralelogram. 


Imdicaţie. Dacă există un pătrat inseris într-un paralelogram, atunci centrul O al para- 


1elogramuiui coincide cu centrul pătratului. Se utilizează rotația de centru O şi unghi E, 
2 
6. Se consideră rotația a de centru O și unghi ma 


1) Gare este imaginea dreptei d: 2 — y + 1 =-0 prin 8? 


2) Să se determine o dreaptă h cu proprietatea ah): e — hy 1 
7. Să se determine punctele fixe ale izomeiriei de ecuaţii 


a = z cos 0+y sin 0+1, 
o—ycos 0—1 


[== 


« 
l] 


Indicaţie. Se pune 7 — a, y/ — y şi se rezolvă sistemul liniar, obținut. 
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8. Fie 3 = Soga, undo 5 este translaţia de vector 5 = i — j, iar a este rotația 
de matrite 


PRE sau 
Fri - 
sectie a Ali 
Ti va 


Se dă A(3, 2). Să se găsească a(4), 3(4), (acs) (4). 


Indicaţie. So a are ecuaţiile: a = — = —-Y— 


va 
z+i_y 
paz 


9. Axole de coordonate Oz şi Oy se rotesc cu unghiul = şi noul reper 20y/ se con- 


09 are ccuaţiile: z” 


sidoră invers orientat faţă de z0y. Știind că un punct A are coordonatele (/3, —2y/'3) 
în reperul 0y/, să se găsească coordonatele lui A faţă de reperul z0y. 

Indicaţia. Rotaţia do unghi 0, a roperului cartezian zOy, este caracterizată prin z = 27, 
cos 0 —y/ sin 0, y = 2 sin 0 ++ cos 0 unde M (pă 2) „Problema impune rotația 
veperului urmată do o simetrie în raport cu Oy” sau în raport cu Oa”. Obţinom 


Vs (Va pa 2) 


Capitolul IV 
CONICE 


$ 1. Cercul 


Fie (O; î, ]) reperul cartezian în plan şi Mu(Zis 9, i = 1,2 două puncte. 
Reamintim expresia distanţei 


(Man Ma) => Viza — 20 av 

Fie Ma(2o» Vo) un punct fixat şi r un pumăr real strict pozitiv fixat. Cercul 
C de centri Ma şi rază r este mulţimea punctelor M(z, y) cu proprietatea 
do M =r (lg. IV. 1). 

meoremă. Punctul M(z, y) aparține cercului C de centru Mo (22 to) şi 
rază r dacă şi numai dacă 

(2 — 20) + (y — yo =. 

Demonstrație. M € C = d(Ma M) = re V(a = 20) FU — votre 
o (a — 23) + (9 — vo) =. 

Astiel C = (Miz) (2 ERE, (7 — 20)? + (9 — yo) = 7% sau mai 
sourt C: (e — 20 + (9 — yo)? = r2. Ecuația (2 — 20) + (y — Vo)? =r% 
(2, 9) E Ră, se numeşte ecuația carteziand implicită a cercului C de contra 
(o Vo) și rază r. Această ecuaţie este echivalentă cu două ecuaţii parametrice 
în R2 (ig. IV. 2), 

(fc odă cos t, 
y= Yo+r sin tt E [0, 2n), t = parametru, 


sau cu o ecuaţie 
F=Fa+r (costi + sin £]), 2 € (0, 22) 
în V numită ecuaţia vectorială a cercului. 

Se observă că (2 — z9)2 +- (y — yo)? este un polinom de gradul doi în 2 
şi y, termenul de gradul doi fiind z* 4- g2. Aceasta sugerează să cercetăm mul- 
ţimea 

T: 224924 2az+2ytre=0. 
Deoarece ecuaţia lui T se transcrie 


(2 02 + (ya —c 


rezultă: 
1) dacă a + 32 — e >0, atunci T este un cerc cu centrul în = —a; 
Yo = —b şi de rază r = Vai +5 =c; 


2) dacă a2 +3: —c =0, atunci T = ((—a, —5)); 
3) dacă a2 4-5? —c <0, atunci [= 9. 
Ecuația 
a? + ppt + 2az + 2by+e=0, a24+d2—c>0, (zen, 
se numeşte ecuaţia carteziană generală a cercului. Evident această ecuaţie este 
echivalentă cu 
A(22 4-92) + 2az + 2biy hei =0, 230, 4-02 — de, >0. 

Fie f: Ri — BR, f(2, 9) = (2 — 20)? + (77 — yo) — 72, unde (o, yo) este 
un punct fixat, iarr > Oeste tot fixat. Definim mulțimile (fig. IV. 3) int (0)= 
= 1M(2, 9) | fa 9) = 0% C = (Ma, y) | fa, y) = 0) ext(C) = (Ma, y) | 
|f(z, y) >0). Evident int(C) N ext(€) = 8, int(C)U CU ext(0) = p. 

Deci un cere C din plan are proprictatea că separă plonul în două submul- 
ţimi disjunote: interiorul lui C notat înt (C) şi ezteriorul lui C notat ext (0). 

Teoromă. 1) Mulţimile int (C) şi int (C) U C sint conveze. 

2) vM, € int(0), VMa € ext (C), segmentul [MM] taie pe C. 

Demonstraţie. Fără a scădea generalitatea putem presupune zo = Vo = 0. 
Fio Mili y), i = 1,2, două puncte din plan. Segmentul [44 M3] este carac- 
terizat, prin ecuaţiile parametrice 2 = (1 — 
—D za + tza y = (4 — ya ta 2 EL0, 1]. 

Dacă AM Ma E înt(C), adică f(zu vi) = 

a? +2 —r2 <0, i = 142, atunci 
Fl 9) = ( — Da + tza (1 — Da + tu) = 
(( — za 4 tza)? 4 (1 — Da A ta)? 

72 = ( — az? + 2(1 — tzara + Pa + 

FU — De 4 204 — Dtpaja + Dă — re 

=> <* (1 — ai + pi —r0) A+ Uz 4 vă — 72) 
Fig. IV. 3 = ( — Dfiza ya) + tza ve) <0,Yt E 10,1]. 


* 1 se majorează cu 1, coeficientul său fiind pozitiv. 
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| Cu alte cuvinte (MM) C int(0)- 

2) Fie M,Eint(C), adică fizu, y) <0 şi 
Ma E ext(C), adică f(za, ya) >0. Rezultă 
funcţia continuă e :[0,1] -R, 

(0) = PU — Da + tza A — Da + by) = 

(4 — Dea AF tza) (4 — Pak ta)? — 73, 
cu proprietăţile e(0) = f(za ya) <0şi e(1) = 
= [za va) >0. De aceea există o valoare 
1, E [0,1] asttel incit 0 = olt) =((1 — 
— to)f4 + tota)? + (1 — fo) aa 
i deci Mo((1 — to)zi + tota — tdi + , 

e toye) € C. ADE 

Fie cercul: (2 — z0)2.-+ (9 — 0)? = r?şi Muza yu) E C. Dreapta deter- 
minată de punctul M, și de vectorul normal Mg, = (za — zo)i + (a — Vo] 
este tangentă (fig. IV.4) la cerc în punctul M,. Ecuația carteziană implicită a 
acestei drepte este 


(2 — 20) (£ — 2) + — yo (y — ya) =0 
sau echivalent 


— ps 


(2, — zo)(z — 20) + (pa — Vol y — Vo) = 70 
(dedublata ecuaţiei cercului în punctul M„(z Y1))- Dreapta detorminată de 


punctul M, şi de vectorul director Mo, este normala (fig. IV.4)la cerc în 
punctul M,. Ecuația normalei este 


LA pe fa 
ma mw 
Obsorvaţie. Prin dedublări înţelegem substituirile 2 => az, 92 pas ay = 
8 2 (za + a), 2 E (2+ a), y 2 (y + 94). Prin dedublata ecuaţiei de gradul 
doi auzi + as + ass + 2asoz + 2as0 ++ ase = 0 în punetul Ma(zu 1) înţelogem 


ecuaţia de gradul întii auziz + asi + 29) + asa + asr + 2) + asoly + wi) + 
+ ap =0. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se găsească ecuaţia carteziană a cercului cu centru în Mp (1, 1) şi 
tangent dreptei d: 3z + 4y 4+ 8 = 0. Apoi să se scrie ecuaţiile parametrice 
și ecuaţia vectorială ale aceluiaşi cere. 

Soluţie. Notăm cu C cercul a cărui ecuaţie se caută. Raza r a acestui cerc este distanța 
de la Me la dreapta d. Deci, 


= 3. Asttel C: (2 — 12 + (y — = aa. 


Ecuația carteziană găsită este echivalentă cu ecuaţiile parametrice a = 1 -+- 3 cost, 
y = 1 + Ssint,t e [0, 2), din care se obţine ecuaţia vectorială 7 = î + j + 3 (cos (i -p 
+ sin 1j), te LO, 27). 
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2. 1) Să se arate că ecuaţia z? + y2 — 62 — 4y +8 —0 reprezintă un 
cere C, punindu-se în evidenţă centrul Mo(zo 70) şi raza 7. 

2) Să se scrie ecuaţia carteziană a tangentei la C în punctul A(2,0). 

3) Să se găsească ecuaţiile carteziene ale tangentelor duse prin D(8,7) 
la cercul C. 

Sotuţie. 1) Bcuaţia dată se transcrie (2 — 3): + (y — 2) — 5 şi deci ea reprezintă un 
cere cu centrul în Ma(3,2) şi de rază r=/5. 

2) Punctul A aparţine lui C, adică coordonatele sale verifică ecuaţia lui C. Ecuația 
(e salar, a tangentei la € în punclul A(2, 0) se poate obține ulilizind dedublata ecuaţiei 
bi 0 (za — 8) (2 — 9) la — 2)(y — 2) = 5. Rezultă —( — 3) —2(y —2)=5 


suu a o 2y —2 
3) Fascicului de drepte cu virful D(8, 7) aro ecuaţia r(z — 8) + st — 7) = 0, ri + 


+ si % 0. Selectăm din acest fascicul droptelo eare se găsesc la distanța r =//5 aţă 
de centiul Ma(3, 2). Pentru aceasta se impune condiția 


pa Ir 2—21, 


care esto echivalentă cu 72 ++ s2 = 5(r + s)*. Rezultă r = — E 
— 399 + 6 = 0 respectiv 2 — y — 9 = 0 sint ecuaţiile căutate. 
3. Să ne arate că cercul C : z2 + y? = 1 nu este graficul nici unei funcţii, 


dar este reuniunea graficelor a două funcţii. 


„7 = —25 şi aoci 2— 


Soluţia. Se ştie că graficul unei funcţii esto interesectat de o dronptă paralelă cu Oy 
el mult într-un punct. Se observă însă că axa Oy intersectează cercul C în două puncte 
ao coordonate (0, —1), (0, +1). De aceea C nu este graficul nici unei funcţii. 

Somicorcul superior 22 ++ pi = 1, y > 0 este graficul funcţiei f: [—1, 1 R, /(a) = 
= VIZ a, iar somicercul inferior 22 + 9? = 1, y < 0 este graficul funcţiei g:(—1, 1)— R, 
uta) = —v 28. Cercul C este reuniunea ueestor două grafice. 


4. Pe un cere C do diametru dat [AB], de lungime 4a, a > O şi centru 0, 
se consideră un punct mobil JM. 

1) Să se serie ucuaţiile cercurilor circumscrise triunghiurilor AO şi BO 

2) Să se arate că produsul distanțelor de la centrele P şi Q ale aventor curen 
Ja dreapta AB este constant şi că dreptele AP şi BQ sint. perpendiculare, 

3) Să se găsoaucă locul geometrie al 
punctului de intersecţie al drepteler AP 
şi BQ. 

Soluţia. Fixăm mai îniti roporul carteaian ca 
în figura IV. 5, considerind dreapta AB ca Ore și mo- 
diatoarea segmentului AZ ca Oy. Rezultă A(2a, 0) 
B(—2a, 0) şi Ci: + pi — sat = 0. Fio Mia, 6); 
MeClaai + pe — na: = 0(1). Gereul cireirm- 
scris triunghiului AOM are centrul P situat pe 
mediatoarea segmentului [04]. Fie P(a, 1), ARB; 
atunci raza este r =//a F XE, iar ecunţin vste 
ai + ji — 2az — 2Ay = O cu condiţia a + pe — 
Fig. IV. 5. — 2aa — 238 = 0 (2). 


86 


Analog găsim ecuaţia cercului circumscris triunghiului ZOM, cu centrul O(—a, pi) 
weR şi anume 224 y* + 2az — 2uy = 0 cu condiţia că ş- fi? d» 2aa — 248 = 0 (4) 
2) Din relaţiile (1), (2), (8) deducem 


a(za — a) 


p 


d(P, P)-a(Q, 0) 


d(P, P) = alo, Q) 


„area 
g= 


Deoarece mms = 


—1, areptele AP şi BQ sint perpendiculare, 


Observaţie. Produsul Ay este pozitiv, oricare ar fi pozi 


cercul €. 
5) Rio (L) = AP 0 BQ. Locul geometric descris de punctul Z. este chiar cercul C: 3 


kat = 0, 


punctului 47 pe 


5. Să se găsească locul geometrie descris de punctul de intersecţie al drep- 
telor d: zcos ay =1,diz—ycosa=1,aeR. 


Soluţie. Mai îniti subliniem faptul că existența lui e, echivalentă cu | cos e | < 1, 
impune [1 —y|s|z|, lx—1|sly |. Punctele din plan care satisfac acestor condi 
aparțin regiunii nehaşurate din figura IV.6. Evident locul goometrie căutat aparține 
acestei regiuni. 

Vom elimina parametrul e între ecuaţiile lui d şi d! printr-un procedeu care ţine seama 
de faptul că aceste drepte nu trec prin origine: 


acosa try = | av cosa+y=y 
a—y cosa = zi — zy cosa = 2 


=z+pi=z+y. 


Rezultă că locul geometric căutat este descris de relaţiile ( E. z). aia (n ză i) = 
Li 


2 |i—yis zi, le—1|< lyl, adică el este semicoreul AM? (fig. IV. 6) 
4 sai Ei 

i ul cu centrul în C(-_, 2] şi de rază „=. 

din cercul cu centrul în (3 7) a: 


6. Să se rezolve inccuaţia 


Văâcosa + 3sina —/3>0,cek. 
Soluţia. Notind cos «= a şi sine=y, 
inecuaţia dată în R este echivalentă cu sis- 
tomul 
WVăz+3y—/V/35>0 
ar p—1=0 


în Ra. 
Ecuația |/ 3z + îy —//3 = 0 reprezintă o 
dreaptă d, iar ecuaţia a y:—1=0un 
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cere C (fig. IV. 7). Calculăm coordonatele punctelor; 
A şi A, unde (4, M) = dU C. Rezolvind sistemul 


Văz+ 3 —V3= 
+ p—1=0. 


2) „Fie A(1,0) 


obținem soluțiile (1,0) (— 


şi u(—2+ 3). Inecuaţia Bz -+ 3y — 
—V/3 > 0 este verificată de punctele din semi- 
Fig. IV. 7 planul pt = (Na 9) | Văz+ 3y —V/3 > 0 


(nehaşurat în figură). 


Mulțimea soluţiilor sistemului este arcul deschis A ZZÂZ, intersecţia dintre pt şi C. Pe 
de altă parte avem 


PTR Dă (pen d Sela m kr Aa 2 
sin a o 
1 
cos a = — A : 
m(— 4 Va) ma 2% + 21, ke Z. 
Cad! vi 3 


sin e= TA 
De aceca mulţimea soluţiilor inecuaţiei din enunţul problemei este reuniunea intorvalelor 


(2 


$ 2. Elipsa 
Fie c un număr real pozitiv şi FE”, F două puncte fixate din plan astlel 
încât d(F”, F) = 2e (fig. IV,8). 
Detiniţie. Fie a >c. Mulțimea E a punetelor M eu proprietatea 
a(M, PF") + d(M, PF) = 2a 


se numeşte elipsă. 


Dacă e = 0, atunci elipsa se reduce la cercul de rază a. Punctele F” şi F 
se numesc focarele elipsei, dreapta F'F se numeşte aza foeală, distanța d(P',P)= 
— 3e se numeşte distanţa focală, iar segmentele [MF], LIZF] se numesc razele 
focale ale punctului M. 

filipsa nu este o mulţime vidă deoarece cercul cu centrul în F şi de rază 
a teie mediatoarea segmentului [ZF] în două puncte B' şi care aparțin lui 
E; de exemplu, d(B, F) + d(P, F') = 248, F) = 2a. 

Dreapta FF şi mediatoarea BB a segmentului [F'F] sint aze de simetrie 
pontru E. Fie F'P.N B'B = (0). Punctul O este centru de simetrie. Fixăin 
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[2 


reperul cartezian (0; î,j!, îi = > via 


NoFU A 
ij ca în figura IV.8. Rezultă |, ŞI 
[] 


F' (—e, 0), F(e, 0), Bi 
B(0, — Va), B0, Va). 


mooremă. Punctul M(z, y) apar- 
ţine elipsei E dacă şi numai dacă 


Demonstraţie. Pentru orice punct M(z, y) din plan notăm d(M, F') 
d(M, F) = e. Avem 


(E = (z+reb+p 
e? = (2 — 02 +2 


= (p' + e)(e' — p) = âez. 


Deci 
î ez 
(e +o)(e'—p)=4e2 |? ata 
ue nel șa - *zel-aa. 
p, pEla—ca+c] e=a— 
Astfel 


et or =(a +) 
NeBbo 


teo =(a—) 


Notind b? = a* — c2, ultima ecuaţie se transcrie 


Asttel E = Miz, »] pen, E+r= a sau mai scurt 


Pa A ial tă 

Bi: 1. E 

lare cuaţia 2 + Yi 

ziană implicită a elipsei. Ea este echivalentă cu ecuaţiile parametrice în R*, 
| z =a cost 


y = sint, LEO, 27), 


1, (2, 9) € Ri, se numeşte ecuaţia carte- 


= parametru, 
sau cu o ecuaţie 


P=a cos ti+bsinti,t E (0,27) 
în V numită ecuația vectorială a elipsei. 
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Considerăm elipsa E de ecuaţie 


E Vei 
E 1] sau »zel-a, a]. 
a ae LI 
y=—2Ve=a 


Ecuația y =2 27 reprezintă porţiunea din elipsă cuprinsă în semi 
Pi 


planul 7 > 0, iar ecuaţia y = — 2 V/aF— a reprezintă porţiunea din elipsă 
cuprinsă în semiplanul y & 0. Acestea se numesc ecuaţii carteziene 
explicite. 

Axele de coordonate taie elipsa în punetele A'(—a, 0), A(a, 0), B'(0, —1), 
B(0, b) care se numese virfurile elipsei. Segmentele [AA], LB" 5) sau distanțele, 
d(4", 4) = 2a, dB", B) = 25 se numesc respectiv aza mare şi aa mică a 
elipsei. Jumătăţile a și b se numesc semiaze. 


Dacă notăm cu E, şi 2 graficele funcţiilor derivabile 
ao Va, 2 2 VaZa 
a a 


detinite respectiv pe (—a, a), atunci se observă că 


E = EU ((—a, 0), (a, 0))U Ea 


şi deci elipsa are alura din figura IV. 8. 


Iuiim Mo(zo, yo) E Es. Tangenta în Ma la E, are ecuaţia y — yo = pol — 
ze 


— 2), DE (—a, a), yo>0, unde po =— — » adică y—yo= 


* Vaza 


= — aaa (2 — o), 20€ (—a, 2), yo>0. Analog, ducă Molzio, VE Za, 

pentru tangenta la Ea în Mo găsim ecuaţia y — yo = — 220 (3 — ap), 
a 7 

20€ (—a, a), Jo = 0. Pe de altă parte, dreapta de ecuaţie z = —a este tangen- 


tă la F în virlul (—a, 0), iar dreapta de ecuaţie z = a este tangentă la Z în 
virtul (a, 0). Ecuațiile 


22 zi 


Y — o = — (2 — 20), Vot0; = —a; z=a 
a Ye 
sint cazuri particulare ale ecuaţiei 
ze me — 
w ep ue 4 


(drdublata ecuaţiei elipsei în punctul Mo(o; 10). n concluzie. elipsa E admite 
în liceare punot al său Mo(zo, Yo) o tangentă de ecuaţie (1). Dreapta cure trece 


20 


Fig. IV. 9 Fig. IV. 10 


prin Mo şi este perpendiculară pe tangentă se numeşte normala elipsei în 
punctul Mo (fig. IV. 9). 

Temă. Să se verifice că tangenta şi normala la elipsă în punctul Ap 
sint bisectoarele unghiurilor determinate de dreptele FM şi FM: 

O elipsă are proprietatea că separă planul în două submulţimi disjunele 
(lig. 1V.10): interiorul lui £ notat int(£) şi exteriorul lui E notat ext(£). Utili- 


zind funcţia fi: R: = R, f(z, p) = 23 2 — 1, avem 
inu(£) = (M(e 9) |fiz 9) <0), E = (Miz, 9) If, =0), 
ext(E) = (M(z, 9) |f(z, y) >0int(E)Next(£)= 8, int(E)U EUext(B) = 


= p. Mai mult, mulțimile int(£) şi int (£) U E sint convexe şi conţin centrul O 
şi focarele L*, F. 


Construcţia elipsei prin puncte (fig. IV. 11). Presupunem ch se dau axa mare LA'AJ 
de lungime 2a şi axa mică [E 2) de lungime 2. 

1) Fixăm un punct O al planului drept mijlocul segmentelor perpendiculare [AA] 
şi (8). 

2) So în în compus distanța a şi cu contrul în 2 se descrie un arc do core care înio 
pe [AA] în focarele 4 şi f7. 

3)Se consideră un numâr de puncte 1, 2, 3, ...po axa mare, 

4) Se ia în compas distanţa de la A” 
1n 1, apoi cu centrul în 7” se trasează arce 
de cere deasupra şi dedesubtul axei mari, 

5) Se ia în compas distanţa dola A 
1a 4; apoi cu centrul în £ se trasează arce 
de cere care intersectează arcele construite 
1a 4). Asttel se obțin două puncte ale elip- 
sei de pe jumătatea din dreapta. 

6) Se repetă paşii 4), şi 5) schimbină 
pe 7” cu F şi astfel se obţin două puncte 
ale elipsei situate pe jumătatea din 
stinga. 

7) Sa repetă paşii 4), 5), 6) folosind 
distanțele ce la A” la 2, de la A la2,... 
pina cînd se precizează ua număr suficient 
de puncte pentru a construi elipsa. Fig. IV. 
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Punctul M a fost construit folosind distanţele de la A” la & şi dela Alan. 
Desigur trebuie să ținem seama de faptul că elipsa nu este „ascuţită“ în vecinătatea 
viiturilor iar tangenta în punctul A al elipsei este bisecloarea „exterioară“ a unghiurilor 
droptelor ME” şi MF. 
PROBLEME REZOLVATE 


1. Se consideră punctele variabile A(a, 0), B8(0, 6), astfel încît 
d(4, 8) =6. 


Să se găsească locul geometrie al punctului M care împarte segmentul 
i A 
AB în raportul 2, punindu-se în evidență ecuaţia carteziană implicită, 
ecuaţiile parametrice şi ecuaţia vectorială. 


Solaţie (fig. IV. 12). Fie M(z, y) şi AM = - MB. Rezultă 2 - £ şi + 
+ pe 


E 


36. 


sai 
ninind paramolrii a, f întro acesto trei relaţii, obținem elipsa Z: 20 4- i —1=o0 


de semiaxe a = 4, 
Beuaţiile parametrice 
torială a lui LI este 7 


2 
le lui E sint z == & cos t y = 2sint, t e (0, 27), iar ecuaţia vec- 
wcos 1î + 2sintj.te (0, 2x). 


2. Se consideră triunghiurile de tipul A7, MeA7, înscrise în elipsa E: 2 4 


“pe i — 1 = 0, asttel încît centrele lor de greutate să coincidă cu centrul 
elipsei. 

Să se demonstreze că normalele la elipsă, duse prin virturile triunghiului, 
sint concurente. 


aa 
Soluţie (fig. IV, 13). Fie Mili, vi, îi = 123; Me Bo = % —1=0. 
Centrul de greutate G(zg, yg) are coordonatele z; = Site ase va = A 


iar G = 0, implică zi + za tza =0 şi patati =0. 
Ecuațiile tangentelor la elipsa E, în punctele Ai(zi, şi) sint FIZ- A —1=0, 
a 


12,3. 


Fig. IV. 13 
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Ecuațiile normalelor în punctele Mi(zi, 44) sint 
az — bizay + (02 — azuga = 0. 
ayaz — biz + (P2 — a2)zza = 0. 
a*yaz — baza + (Di — a?hzaya = 0. 


Aceste irci ecuaţii formează un sistem cu două necunoscute z, y, care este compatibil 
determinat. deoarece avem 


apa — Biz (0 — azi | 


apa — bai | 0, ata — biz (02 — aaa | = 
ha pp apa — biza (2 — a2)zaya 
m a ai 
—a%b2(8: — a?) | ya Za aa | = 0. 
Ya lu] aa 


Rezultă că cele trei normale sint concurente. 

Teme. 4) Utilizind ecuaţiile paramotrice ale elipsei E să se verifice existența triunghiu- 
rilor do tipul M,M+M3- 2) Tangentele la E duse prin M,, Ms, M, nu sint concurente, Do ce? 

8. Să se arate c: 

1) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei şi perimetrul date, + 
are aria maximă; 

2) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei şi aria date, triunghiul iso 
cel mai mic perimotru. 


Soluţie (fig. IV. 14). 1) Considerăm punetele fixe A, B şi un sistera cartezian do axe ca 
în figură. Triunghiul ABM are perimetrul constant dacă şi numai dacă M aparţine elipsei 
de tocure A şi B. Esto evident că triunghiul cu cea mai mare înălţime are cea mai maro 
arie; aceasta are loc pentru M = C, adică în cazul cind ABC este un triunghi isoscel. 

2) Se fixează baza [A] şi lungimea înălţimii d(0, C), unde O(0, 0), C(0, v), C"(0, —u). 
Orice p Ni, y) din plan cu proprietăţile |y | = v; N 4 C, N 4 C* aparţine exle- 
riorului elipsei de focare A, B şi deci perimetrul triunghiului ABN este mai mare decit 
perimetrul triunghiului ABC. 


nghiul isoseel 


4. Considerăm planvl complex. Fiecărui punct M, de afix w = u + în 4 0 
î se asociază punctul P de afix z = = ww + SS) 
2 mw. 


1) Să se exprime coordonatele z şi y ale punctului P în funcţie de modulul 
e şi arpumentul e ale lui ze. 
2) Să se arate că dacă M descrie cercul u? -j- o? =— 3, 7 z 1, atunci 
punctul P descrie o elipsă E. 
Să se calculeze distanţa fo- 
cală a elipsei. 


Soluţie. 1) Dacă p este modulul, 
iar « argumentul numărului complex 
w=utiv atunci w = pleosa-b 


+ isin a), cu 


iar 


i a 
= (cos a —isin a), pe (0, o), 
e Fig. IV. 14 
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Rezultă 


ei| re riy= [leteos a 41 sin a) + A (cos a-i sin 9) sau 2 = 
E w 2 A e A 

1 1 1 1 Fa 
= apr Does e = 4 (e sin a 


2) Pentru a demonstra că punctul P descrie o elipsă, dacă punctul M descrie cercul 
m ot = rar 1, vom elimina parametrul e între relațiile care dau po z şi y: 


Ei [i ar 
2 (nt deo a cai 
= (n sina Art — sint 
2 LA 


. 
Rezultă a = ti 


udică distanța focală este 2. 
Temă. Ge descrie punctul P dacă r = 1? 


$ 3. Hiperbola 


Fie c un nurmăr real strict pozitiv şi 7”, F două puncte fixate din plan ast 
fel incit d(F*, F) = 2c. 

Dotiniţie. Fioa € (0, c). Mulţimoa A a punctelor M cu propriotatea 

LMI, P') — au, F) l=2a 
go numește hiparbolă. 

Punctele 4” şi F se numesc focarel= hi perbolei, dreapta FF se numeşte 
aa forală, distanţa d(F', F) = 2e se numeste distanța focală, iar segmentele 
LUC], LME] se numesc razele focale ate punctului A. 

Temă. Să se arate că hiperbola nu 
este mulțimea vidă. 

Dreapta FYP şi mediatoarea segmentului 
P'F sint aze de simetrie pentru H. Punctul 
lor comun O este centru de simetrie. Fixind 
reperul cartezian ca în figura 1V. 15 rezultă 
F'(—e, 0), F(e, 0). 

meoremă. Punctul M(z, 9) aparține 
hiperbolei H dacă şi numai dăcă 


EP 4, bici —at, 


Demonstraţie. Pentru orice punct M(z, y) din plan notăm d(M, £') = 
şi d(M, F) = e. Avem 
p2 = (ze, g ! — p) = 4ez. 
[er de ap ai = te +) te” —e) 
Punem H=—H'UH”, unde H'=—(Meplep—p'=2a), 7" =(me 
e ple'—p=2a). 


Rezultă 
(p' + php!” — e) = 4ez 
MeH'o p' —p= —2a, - 
p' E le — a, co), pEle-ta,co), p'<p 
e it ca 
- * „ze t(—ce, — a] 
p=g—0 
a 
(e' -+ e)(e” — p) = 4ez 
Men" p' —p = 2a 
picat p'Ela+e, o), pele—a,c0) 
e'>e 
p= at 5 
- * „ala, co), 
p= —a+E 
a 
Deci 


(z+e+p= [zi sea 


) De 


MeH=H'UHI'> 


[iaca 
(erp (a—S 


Notind d? = ce? — a?, ultima ecuaţie se transcrie 


Astiel, E Țara, »] (2, pen,£ = 1) sau mai scurt Ji: 2 — 
a a 
—% = 1. Ecuația E—Y =1, (ze RP, se numeşte ecuaţia carteziană 
Li a Li 
implicită a hiperbolei. Axa Oz taie hiperbola în punctele (—e,0), (4,0) numite 
virfurile hiperbolei. De aceea axa Oz se numeşte aza transcersă a hiperbolei. 
Axa Oy nu intersectează pe H (axă netransversă). Folosind funcţia costnus 
SI * şi funcţia sinus hiperbolic, sh: R = R, 
se care satisfac. identitatea, .0l2g— ah = 4 ajungem la ur- 


hiperbolice, ch : BR = R, cht = 


sh = 
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Pi e PIE R -. 
mătoarele concluzii: ramura H' : î—Y_—1, e < —a, are ecuaţiile pa- 


za i 
rametrice a = acht, y = bsht, te R echivalente cu ecuaţia vectorială 7= 
- > sa 
= — achti +- bshtj, 1E R; ramura HI”: 2 — 1, z>a are ecuaţiile 
a 


parametrice a = acht, y = bsht, tE R echivalente cu ecuaţia vectorială 
P = achti + bshij, E R. 
Tie hiperbola 7 de ecuaţie 


y=L Vaza 
a 
PP = sau » ZE (—c0, —alUla, co) 


ei CĂ RR 
pie Sa al 


Teuaţia y = VAZE reprezintă porţiunea din hiperbolă cuprinsă în 
a 
semiplanul > 0, iar ecuaţia y = —-2 V/22 at reprezintă porţiunea din 
a 


hiperbolă cuprinsă în semiplanul y < 0. Acestea se numesc ecuaţii carte 
ziene explicite. 


Dacă notăm cu H, şi Je graficele funcţiilor derivabile 


22 VAZA, 22 Va=a 
ai = 


definite respectiv pe (—co, —a) U (a, ce), atunci se observă că 
H — HU ((—a, 0), (a, 0))U Ha. 


Dreptele de pante 4% care trec prin origine sint drepte care nu taie 
a 


hiperbola. Acestea se numesc asimptotele hiperbolei H. Ecuația reuniunii 


A N 
asimptotelor este £—Y—0. 
Li wm 


Fie Mo(zo; yo) E H. Ca şi la elipsă se dovedeşte (temă!) că hiperbola JI are 
în fiecare punct AZ, o tangentă de ecuaţie 


ae Vo 4 | 

a be 
(dedublata ecuaţiei  hiperbolei. în punctul 
Mo(zo Y0)). Perpendiculara pe tangentă în 
punctul Mo se numeşte normala hiperbolei în 
punctul Mo (fig. IV. 16). E | 
Discuţia precedentă arată că hiperbola H 

Fig. IV. 16 are alura din figura IV. 45. 
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“Poem ă. Să se arate că tangenta şi normala la hiperbolă în punctul My 
sint bisectoarele unghiurilor determinate de dreplele FA şi PM. 


O hiperbolă are proprietatea că separă planul în două submulțimi dis- 
junete (fig. IV. 17): interiorul hui JI notat înt(H)și exteriorul lui JL notat 


ext(7). Utilizind funcţia fi R2 = BR, fre pp) = 2 —1 avem înt7) = 


E Li 
= (uz If W>0 IL If, PD =0 ext 7) = 
MM, If <0), inu) N ex 9, înt(77) U HU ext 71) = p, 
UD = într) U inu(H7”), int(47) N intU7”) = 0. 


Mulțimea ext(77) conţine centrul 0. Mulțimea int(1) conţine foc 


rele PP? şi 


a se dau focurele 7, d 


facută A 


stu pune 
cro şi dis 


Construeţia hi pei 
numărul 20 = | dar, 2) — 4(47, P) | cupi 
1) Fie O mijlocul smementului [IA 
Și (4) segmentul de hngime Za cu mi 
lol în 0. nt A, AA sint punete 
alo hiperbolei 


2) Se consti 
unde [DEŢ este 
LA). Pe aceui 
petele 

3) Se în în conapa 
In și cu virful contpi 
ză două e de 
desubtul axei focale. 

1) Sea în compas distanța del 
1 şi en vintul comp 
E de 
stenile la 3). 
două puncte al 
din stinga. 


2) st o semidreaptă (DC, 
seszment, congzeuent cu 


dreaptă se fixeuză 


10-44) 
720 77 AS SE a z 
pla. Fig. IN. 18 


5) Se repe şii 3) şi 4) schimbind 
P cu P* şi asttel se obţin două puncte ale 
hiperbolei pe ramura din d: 
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6) Se repetă paşii 3), 4), 5) folosind distanţele de la Da 2, de la C la 2,... pină cil 
se precizează un număr suficient de puncte pentru a putea trasa biperbola. 
Pentru desenarea efectivă se poate ține seama și de faptul că hiperbolu nu este „ascu- 
* în vecinătatea virturilor, iar tangenta în punctul A/ al hiperbolei este bisectoarea 
terioară** a unghiurilor dreptelor MP” şi MF. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dă hiperbola A: 2a2 — 52 — 10 —0. 
1) Să se determine virturile şi asimptotele lui HI. 

2) Să se scrie ecuaţiile parametrice respectiv vectoriale ale ramurilor ui 77. 
3) Să se găsească ecuaţia tangentei şi ecuaţia normalei în punctul de coor- 


donate (10, 2). 


. 
criem ecuaţia lui ZI sub forma E — Y- — 4 = 0, Rezultă a = 5, = 


Soluţie. 1) $ 


şi deci a =V/3. Virturile lui ZI sint 4" (—-p 
== at + bi dă ct — 7 şi deci focarele sint Z(— 


Reuniunea asimptotelor lui Z7 are ocuaţia 2 


au respectiv ecuaţiile V 


5, 0), A(W/ 5, 0). Relaţia e = 


(p/7 0). 


cele două asimptote 


2 shi,teR şi ecuaţia vectorială 7 =W/5 chirii + sh 1. 


3) Ecuația carteziană a tangentei se obţine prin dedublare: 2//idz—5V/7y 


—10=0. (e — 10) | 


2. Pe axa Oz a reperului cartezian 20y se iau punctele A/ și N asttol 
încit produsul absciselor lor să fie constanta a. Prin JM şi N se duc două 


« 
drepte MP şi NP, avind coeficienţii unghiulari egali respectiv cu Își — E, 


a a 
a, bE(0, ++eo). 
Să se afle locul geometric al punctului P. 
Sotuţie. Fie M(a, 0), N(8, 0), a BeR, a = a: (1). Rezultă MP: LEE Eee) 
a 


(2); N: p= — tz — 6) (9). 


Pontru a scrie ecuaţia carteziană a locului goometric descris de punctul P, voma elimina 
parametrii e şi 6, între relaţiile (1), (2), (2). 
Ecuațiile (2) şi (3) se mai pot scrie asttel y—ba=—2a,yţ+bz=tp. 
a a a 
înmulţind aceste două ecuaţii membru cu menbru şi ţinind cont de relația (1), obținena 


ecuaţia unei hiperbole 


E d 


3. Se dau punctele A(1, 0), 80, 1) şi 
C(0, —1). O dreaptă variabilă d ce trece prin 
origine taie pe AB în P şi pe AC în Q. 
Se cer: 

1) coordonatele mijlocului JM al segmen- 
tului 20, 

2) locul geometric al lui 27 cind dreapta 
d se roteşte în jurul lui Q, 

3) să se determine dreapta d astfel încît 
d0, A) = d, A). Tig. IV. 19 


Sohuţie 


„1V.49). Avem AB: ay — 1 =0,AC:z—y—1=> 0,di:az + by =0. 


Asurel pentru a — b şt 0 găsim =) pentru 


ap b. Coordonatele lui A sint 


2) Presupunem că a şi b sint variabili. Prin eliminarea lui a şi d, tutre relațiile pre- 
codente, găsim cenaţia carteziană a locului geometric descris de A şi anume ri — gt — 0. 
Aceusla ecuaţie se poate transcrie în forma 


Astiel ea reprezintă o hiperbolă cu centrul în punotul (3 „0). cn vieturile A(1, 0), 
otv, 0) şi cu usimptotele de ecuaţii 22 — 2y — 1 = 0,224 ay 1 = 0. 
3) Din ao, A) = Gaz, A) rezultă (a i = a [ dă ji -1 sau W— 


aaa 


— da = 0. Valoarea b = 0 nu convine problemei. Rămine b* da: adică b = day 
ile E şi SE 
6 6” 


Asttel obţinem dauă drepte care fac cu Oz respectiv unghi 


4. Se consideră dreptele dm: (m? + 1)z + 2my 4-1 — m =0, me B. 
1) Există tei drepte distincte dm dem dm, care trec printe-un punct dat 
al plunulu 
2) Cite drepte dm trec printr-un punct dat al planului? 


Soluţie. 1) Fie 
a 


(mă + 1) + 2my + 1—m=0, 
(2 + 4)z + may +1 —mă=0, 
(nd + 1)z + 2may + 1 —ma=0 4 


emul format cu ecuaţiile celor trei drepte distincte dm, dm. dm,- 


2% 


Deoarece 


| m 1 9mp i—m? 
MA ma mă = 
| mă 2ma 1 —nă 
mm 4 
=2lă m ul= 
mim il 


2 — ma) (mu — mg) (ma — m) 0 


(determinant. Vandermonde), nu există Levi 
drepte distinele concurente 


Dr 2 
atunci cenaţia în za 
dul um, mp 1 = 0. De aceea 
re punct de coordonate (1,7), pb 
prin punctul de coordimate (1, 0) nu trece nici o dee pt ere 
pluţii le numni daci a? — pis, 
o hiperbelă 14. Asttel prin fiewawe punet st di JA 

» singură deenptă dd prin-fiocare. pune ul 
două drepte distinele, iar prin fiecare punct al rogi- 


iz. IV. 20 


trece 


de sr: 
n rupi 
mate (1 


cal, 
Dar cei 


diterit de punetul du coo 
voziunii ext (17) — 4 
unii înt (7) mu breci 

Evident a du 


o) 


sint asimptotele hiperbolei 77, 


ata — ma = 1 = 0 ecunţia tan 


— i —1=0 dacă şi numi daca — 0 
m+l 
SA vi 1 rezultă că toate dreptele d m f A stat tangente lu 44, 
2m im 


5. Raportăm planul la reperul cartezian 20 
zi y=0,hiz—p=0. 
ta dveptele hi şi pe. În îpot 
distanţe pentru zi, = too. 


onsiderăm deep 
vască distanțele de la punctul Aa 20) 
leuleze limitele acestor 


Soluţie. Se obţine (Me; n) = 70 al 


Relaţia 20 — 4 = 


lim (Ar; 2) 


sto 


lim a(ă, 


lim AA: 4) 


Analog se calculează şi AA bo). 


mea 
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$ 4. Parabola 


e h o dreaptă din plan şi Fun punet care nu aparţine lui he 


Definiţie. Mulțimea P a punctelor J/ eu proprietatea 
ACI; D= AU, BP) 


se numeşte parabolă. 


Punctul JP? se numeşte focarul paraholei, iar dreapta h se numeşte directoa- 
rea parabolei. Parabola nu este vidă: fie 2 E h, un punct fixat, fie £ perpen- 
diculara în £ pe h şi £ mediatoarea segmentului [ZE]; notind (AM) = 407 
li We P. 

Vie A proiecția lui F pe pn. Dreapta AF este ază de simetrie pentru pura- 
bola P. Numărul p = (4, P)>0 se numeşte parametrul paraholei. Notind 
wu O mijlocul sesinentului [AZ] şi alegind reperul cartezian 40; î, 7) ca în 


fizura 21 „avem 
e(e, 9), niz, 4(- Z, 0)- 


Meoremă. Punctul M(z, 9) apartine parabolei P dacă şi numai. ducă 


Demanstraţie. ME P <> WM; H) = AM, E) es AU; n) = AU, = 


eter 


) <a pt = 2pz. 


i ai 
y=u rERN 


Fie parabola P de ecuaţ 


= 2pa, z>0= 
y=— 


Fig. IV. 21 
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Ecuația y = V/2pz reprezintă porţiunea din parabolă cuprinsă în primul 
cadran, 2 > 0, y > 0, iar ecuaţia y = — V/3pz reprezintă porţiunea din 
parabolă cuprinsă în codranul patru, z > 0, g < 0. Acestea se numesc 
ecuaţii carteziene explicite. 

Dacă notăm cu P, şi Pe graficele funcţiilor derivabile 


z = Vaza, 2 = — Vaza 
definite respectiv pe (0, ce), atunci se observă că 
P = PU (00,0))U P; 

şi deci parabola are alura din figura IV. 21. 

Fie Aolto a) E P. Împrumutind procedeul de la elipsă se poate arăta 
(temi!) că parabola P are în fiecare punct AZ, o tangentă de ecuaţie 

Vo = pP(z + 20) 

(dedublata ecuaţiei parabelei în punctul Mol, 1g)). Dreapta care trece prin 
My şi este perpendiculară pe tangentă se numeşte normala parabolei în punctul 
Mo (fim. IV. 22). 

Temă. Fie Mo(to 9) E P, fie B proiecția lui M pe directoarea h şi / 
focarul lui P. Să se verifice următoarele proprietăţi: 

1) 'Tangenta la P în AM, este mediatoarea segmentului [BF]. 


Ea 

2) Tangenta la P în AM este bisectoarea unghiului (Î77, 17,8). 

3) Proiecţia ortogonală a focarului pe tangentă în 7, aparţine tangentei 
în vis. 

4) Simetricul focarului în raport cu tangenta în 47 aparţine directoarei, 

Parabola P imparte planul în două submulţimi disjuncte (fig. IV. 20): 
iorul lui P notat int(P) şi exteriorul lui P notat ext(P). Acestea pot fi 
cu zate cu ajutorul funcţiei f: R2 = R, f(z, 9) = 9 — 2pz. Anume 
int(P) = (M(e, PINz D<0 P= Me, Ia D=0 exp) = 

HAT, 9) | Fa v) > 0) 

int(P) 0 ext(P) = 9, înt(P)U PU ext(P) =p.- 

Mulţimile int(P) şi int(P) U P sint convexe şi conţin focarul PF. Directoarea 
parabolei este conținută în ext(P). . 


inte 


Fig. 1V. 22 
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Construcţia parabolei prin puncte (fig. IN. 24). Presupunem că se dau focarul PP şi 
directoarea A. 

1) Se localizează focarul PP și directoarea b. 

2) Se desenează dreptele 1, 2, 3,... paralele cu directoarea. 

3) Se ia în compas distanța di la directoarea 4 la dreapla 1. Cu vintul comp 
în focar, se Lrasează două arce di cere care intersectează dreapia 1. Asitel se ubţin două 
puncle ale parabolei. 

4) Se repetă pasul 3) pentru dreptele E 

5) După determinarea unui număr suficient de puncte, se desenează parabola ţinin- 
du-se senmă că virtul O este la ju eh şi £, îar tangenta îu fie 


Sa mpa 
punet A de pe parabolă este bisectoarea vughinlui FM. 


PROBLEME REZOLVATE 


Într-un reper cartezian Oy se dau punctul A(1,0) şi dreapta 
dea |l=0. 

1) Să se găsească ecua 
dreapta d. 

2) Un cere C taie dreapta d în punctele P şi Q. Tangentele la C în P și 
intilnesc tangenta la C in A respectiv în punctele J/ şi N. Să se găseu; 
locul geometrie al Făpaielee M şi N. 

Soluţie (fig. IV. 25). R(—1 3), de R, centrul cercului variabil C. Raza acestui 
cere esto AZ, A) = 4 38. Rezultă Ca : (e = 12 + (p — Pa, AER. Muza 
minimă a cercurilor Ca este Su şi se obține pentru 4 D. 

2) Se observă că A(AZ, A) = 4047, P), A(V, A) = AY, 0), MP La, NO La. 
AA, A) = a; 3), a, 4 A(N; d), adică M şi N aparțin parabolei de fo 
directoare d. Se observă însă că virful parabulei nu convine problemei. 

Nota. Hezolvareu pur analilică vestei probleme cere prea multe calcule şi precuuţii, 
bole P: yp2 — 2px se duc două drepte vu- 
riabile perpendiculare, care intersectează directoarea parabolei în punctele 
M, şi Ms Paralele duse prin WM, şi Ma la axa parabolei taie 


punctele N, şi Na. Să se arate că punctele N, Va și FF sint colin 


urilor £ care tree prin A şi cu contrele pe 


2. Prin focarul P al unei p 
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.. 26). Focarul parabolei P: 


o), iar directoarei / îi corespunde 


Vie dreptele perpendiculare di y = 


om =) 


(Ma = dna = = u( Bă 


Paratelele duse prin 07, si Ars la axa au respectiv ecuațiile = pm si 


pF, Coordonatele punctelor, şi Na sint soluțiile următoarelor sistome de ecuaţii 
m 
setei = 2pa 
| Ein ape = 
şi 
şi p 
—pm Yy . 
d E, m 


Nezolvind aceste sisteme, obţinem 


(e, - mp) xl A E): 
2 2m2' “m 


„a condiția de coliniaritate a tei punele, adică 


Coordonatele punctelor Nae a si PF ve 


o ma ma 

2 | | 

p LL rl|= A: | wo. | 
mem | îm m | 

e 08 tal | [i d 3] 


3. Fie parabola P: Se consideră o 
pereche de tanzente la parabolă, perpendiculare între ele, şi se notează eu M 
punctul lor de intersee arate că dacă punctele de tangenţă descriu 
purubola, atunci 


angentele la P în punetele 
nt perpendiculare. nunta 
n punct de abscisă a = ast = —a. 


Soluţie. incluziunea [A 
(az, 2a0), (ast, 2a5) au ecuaţ 
ducă st = —1, şi deci se intersectează înt 
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Pentru hE (A/) trebuie să arătăm că dacă X e ; atunci (1) există exact dovă tan- 
punctul W(—a,r) 
a = 0; deoarete ad şi ri 
3 —1 (dei (2) este 


po tangentă sat E R astfel încât are — re 
exista două astrel de numere (deci (1) este dovedită) al căror produs 
dovedită). 

Relaţiile (7) & h, h (A) sînt echivalente 

Noră. Problema precedentă putea fi formulată 
punctelor din care se pot duce tangente la parabola 
val insă enunţul iniţial pentru a pune încă o dată în e 
lor ueomelrice impune dovedirea a două incluziuni 


cască Jocul geometrie al 
ndiculure între ele. Am prel 
enţă faptul ca duterminarea locu 


1, Să se arate că trei tangente distinote la parabola P : pp? — 2pe determină 
un lwiunghi al cărui ortocentru aparţine directoarei parabolei 


, situate 


Saluţie. Fie parabola P: y* — 2pa si teci punete diferite Pilri, vi), i = 
pe purtabola P, Anei pă — 2pi, 


Beuaţiile celor ei 


tang 


uaţia îndiţimii triunghiului, vorespunzătoare laturii du este 


pur + 2P2y — Pele * va) — votata 0 


etoarea i se P obţinem punctul Ar, de 


Tmtersectind această înălțime eu dir 


coordonate 


p asta + Pl + Ma 
3 up 


multă că ortoven- 


Ordonata y a punctului AZ, fiind o expresie simetrică în ve vas Vas 
trul triunghiului A7,A7„A73 este situat pe directourea Ji, 


Su dă familia de funeţii fu: BR — R ful) = + az, unde a este un 


purumeleu real. Să se determine mulţimea tuturor punctelor critice ale Tune 
ţiilor fa. Să se stabilească tipul punctelor critice. 


Solujia, Deoarece se (1) = 235 a, mulțimea cantatit este parabola Pi 224 a 0 
EI 


din planul x0a (fig. 1V.27). Pe de altă parte observăm 


a 
Z E 
este un punct de înfle: r punctele de abseise 
V-—a>0 sint punete de minim. Varii 
tele pentea graficele funcţiilor fu sint date în E | 
figura IV. 28. Fig. IV. 27 
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a<o 2=0 2>a 
Fig. 1 


$ 5. Cenice 

Giurhele de intersecţie dintre un con de rotație de axă hi şi generatoarea g cu un plan p 
sînt e următoarele tipuri (fig. IV. 20): 

1) cere suu punet, dacă p_L 


E ae 
2) elipsă suu punet, dacă (pd) = (3 d); 


5) parabola confundate, di 


u pereche de drop 


4) hiperbulă sau pereche de drepte, di 


pes 
os În, În) - 

i ructerizate prin ecuaţii de gradul 
atural să se pună problema generală n 
âror ordonate constituie soluţiile unei 


“Toste ucoste enzbe poartă numele de conic 
doi în a 


De aceea a, 


pp unde (zi, pet 
i mulţimi 


In He, 
Piv Inneţia polinomială 


a: RER el 


Detiniţie. Mulţ'mea 
Po Uz ll, men, ale, j=0) 
se numeşte curbă alzebrică de ordinul at doilea sau conică, Pe scurt se notează 1: (iz, y)=0. 


Teoremă. Buluimea este congruentă cu una dintre mulțimile din figura LV. 30. 


Demonstraţie. Subliniem că enunţul teoremei este echivalent cu fiecare dintre atirma- 
ţiile următoare 


1) E este fie un cerc (fig. 1V.30.1), o elipsă (fig IV. 30. 
o parabolă (fig. IV. 30.4), o remitune de drepte ([is. îV. 30. 
un singur punet (fig. IV. 30.8), De muiţimea vidă |hg. IV. 


o hiperbolă (fig. IV. 30.3), 
6, 7). 0 mulțime care conţine 
0.9). 


2) orice ecuaţie de tipul a(z, y) = 0 poate fi redusă ia una dintre ecuaţiile canonice 
scrise în figura IV. 30. 


Cazul cînd L reprezintă un cerc (a; = 0, aus = as. 3 0) cate cunoscut din £!. De 
altfel cercul poate fi privit ca o elipsă particulară. De aceea acest caz este lăsat deuparte, 
Notăm 
aaa o 


Axe Ga feo 


a, La! 
Și | A= 
aa Ca 


|aaa az0 doo 


și translaţia 


yu 2px 20 
i Li 
Xa 0 
7 E 
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[12) Yi s2 
27 
z| zi zi p= ZI Ea 
0?- tac=d sac=0 pi -ssc>=0 
DI ARI] 4 


0, az 7 0, atunci cenuția ala, y) =0 


a, 
- 2as0z + dep — Adi — 0 


asa 


şi teorema devii 
b) Dacă a, 
cos 20, del, 


nat de ecuii 


(aa — az) sin 20 = 2aua 


n plan 


af 27 cos 0 pin 0, 
pa sin 0 


7), temi 


astfel incit în ecuaţia g'(, pp) = (go) (2,77) 
Îutw-adovăr, coeficientul respectiv este Zap = 
vazul ass 3 0 se reduce la cazul aja = 0. 


produsului a%/ se anulează, 
n 20 + dapscos 20. Astfel 


Cazuri particulare 

1) Fie trinomul de gradul al doilea f: R = BR, f(a) = aa? + be ea 40. 
Graficul G(/) are ecuaţia curteziună ită pp =— as? 4 ba pe. Acest gratie 
este o parabolă (fig. IV. 314, a >0) cu axa transversă paralelă cu Oy şi cu 


virtul 
(— BL, i, pe — e 
2a ha 
2) Mulțimea de ecuaţie — = ETă Ei — 1 este o hiperbolă cu Oy ca axă 
transversăi si Oz ca uxă netransversă avind aceleaşi asimptote cu hiperbola do 
ccuaţie E — 7. — 4. Aceste două 


m Li 

hiperbole se numesc conjugale una 
alteia (fig. IV. 32). 
Hiperbola de ecuaţie a? — 
2 — a2 se numeşte hiperbolă echi- 
Asimptotele acestei  hiperbole 
bisectoarele axelor de covr- 
donate, 


zi E 
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ă de ecuaţie cunonică 
4 2m2. Asimptotele lui T sint axele de coordonate Oz şi Oy, iar axele 
de simetrie sint bisectoarele axelor de coordonate (fig. IV. 


Definiţia comună a elipsei, hiperbalei şi parabolei. Fie E un punei Tix miumit focar, Ju 
o dreapta fixă care nu trece prin F, numită directoare, şi e e (U,ce) 
inivitate. Locul geomotrie al punetelor Meu proprietatea 
ATA 
aa; 4) 
ipsa în cizul e e (0, 1), o purabolă pentru e — 1 sau o hiperbolă în cazul e e (1, e). 
Si explicităm cuzul e e (0, 1). Pentru simpliticareu calculelor fixăm reperul cartezian, 
asitel încil Os să fie perpendiculară pe pi şi P = O (fig. IV. 24). Deci DP(0, 0), har se a 0. 
Dacă A ure coordonatele (ir, 17), si relația precedentă este echivalentă cu veniţi 


umăr numit exeon- 


este we 


sau alitel scris 


sta împreună cu translaţia definită prin a = se 4 


y pun în evidenţă că în 


cazul e e (0, 1) locul seama este o el 
Gazul parabolei a lost prezentat în ŞA, îi 
precedent. 


al e e (1, 0) se tratează după modelul 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se determine locul geometric al punctelor de intersecţie a parabolelor 


de ecuaţii ya — Z ma + mb m y = a2— 2 pa + p*-++p, dacă Î + 
m 
1 
air 
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Soluţie. Pentru găsirea ecuaţiei carteziene a locului geometric trebuie să eliminăm 
parametrii mn şi p între următoarele ecuaţii 


ym mm 


3 
y=s-apat+p+ a 
a tatei im BA 
mp mp 


Scăzind primele două egalităţi, obţinem 


(ge m=p-e-m=o. 


Dacă p = 


= 14 /V/3; 
Maat e 


m, atunci din ultima ecuaţie deducem m: — 2 — 0 sau mu 


locul gcomotrie căutat este reuniunea parabolelor do ecuaţii y = i — 


se |ce 


2 
e mia masa 


Dacă Î 2 = mot p + 1atunci y = 2? — mp. Transeriină ultima ecuaţie în forma 
m pik = mp și climintnd pe mt p-k 1 și mp, găsim ccuaţia 2 — y, care 
roprozintă o purubolă cu axa 2 = ED şi tangenta în virt y = — 
2. Să se traseze graficele următoarelor funcţii 
DA:D=B fi(2)=Vzri, 
2) fi: 3 /OSE 2). 
) fa: Da Be (a) = Vi+2o96—2, 
a 
3) fai Da = Ro fa) = 2 VE 
Sotuţie. 
D= + eo), y = fila) 
este ecuaţia graficului. Echivalenţa 
y=VaFimyp=a+1, zel, +a), 


yelo, +a), 
arată că grafi 
figura 1V. 35. 


2) Di = 0-1, 5], y = fala) ecuaţia graficului. 
Echivalenta 


ul lui /, este arcul de parabolă din 


v= VETI 


Fig. IV. 35 
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] 


i 


CDR be 
-p= pl 


zel 5) 


Se ME A 
alearga —a, 


sell 5 pe, 
ui fgeste aveul de 
5) Da 4 


2] arală că ru 
n figura IV. 


idenţă că graficul 
lui fa este o parte dintr-o hiperbolă 
(ti. IV. 32). Fig. IV. 37 


$ 6. Intersecţia dintre o dreaptă şi o conică 


Fie dreapta d: 2 = zotut, y=yo tut, LER și conica T: g(z, p) =0. 
Teoremă. Intersecţia 


dn = fața 


2) (2 DER 2 = ot ut, y = ot tER. g(z, 9) = 
= 0] este carac 


rizată de rădăcinile în R ale ecuaţiei 


Pele, 0) + tlugx, + VE) + (fo Yo) 


Ni 


Ma unde 
Paz. 9) = au? + dau + asa, 

Bu > amo -k asta + aro) 

Su = 2(auao -Î- Gast/o + ao). 
Demonstraţie. 1) Fie o(u, 5) 40. Ec 
în £ este de gradul doi şi are discriminuntul 
> (ga Ar Ve)? — Aglae P)g(2o o). Das 
Fig. 1V. 38 q >0, atunci ecuaţia în / are două rădăcini 
cale distinete 1, te și deci d D= (AM Mal. 
în 


(4) iar dreapta d se numeşte tangentă la P în punctul Ma 


aţia 


ij 


Dacă 7 = 0, atunci ecua 
est caz NP 
Evident, din oriu 


in în £ are două rădăcini reale egale 4, 


punct Ao(Zo 79) se pot duce cel mult două tangente în P 
(fig. 1V.38). In particular, cind Ma(zo 9) E TD, adică (ro 0) = 0, şi 
nu se anulează simultan, observăm că tangenta la D în punctul Mult, vo) 
are ecuaţia (fig. IV, 4, 9, 16, 22) 


e Sula 


(2 — o) + (9 — Vo), 


(dedublata ecuaţiei conicei în punctul Malo %0))- Dreapta care trece prin 
Molto o); şi esto perpendiculară pe tangentă, se numeşte normala lui Pin 


punctul Me (fig. IV. 4,9, 16, 22). Ea are ecuaţia 
(2 — zo)gu — (7 — Hod 


Dacă 4 = 0, atunei ecuaţia în / nu are soluţii şi deci IN D= 9. 

2) Fie a(n,v) = 0. Ecunţia în £ este de gradul intii. Dacă ugy, ap zi Oe 
atunci avem o soluţie unică £, şi deci d N D= ȚIZ,). Dacă urs, Pap, = 0 și 
alto Vo) z 0, alunei cenaţia în / D= Be 


Dacă use + Ve = 0, s(2o 9) = 0, ecuaţia este identic satisfăcută şi deci 


ste o imposibilitate şi dei 


dC TI, de unde dn r=d. 


Fie Do conică oarecare. O direcţie â(u, 3) se numeşte direcție asimptotică 


pentru P dacă 
p(u, 5) = anu + Das + dag? = 0, 


în Re. Evident, o dreaptă care are o asemenea direcţie aparţine lui P sau baie 
pe P într-un singur punct sau nu taie pe [. 
Vie 


Aida — as. Ducă 3 = O (conice de gen hiperbolic), atunci ecuaţia 
pu 2) —0 dă două direcţii asimptotice. Dacă 3 > O(conice de gen eliptic), 
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—7_”.———.——_.. 


atunci ecuaţia e(u, 5) = 0 nu are soluţii nebanale, adică nu există direcţii 
Dacă 3 = 0 (conice de gen parabolic ), atunci ecuaţia o(u, 0) = 0 
dă o direcţie asimptotică dublă. 


asimploti 


O dreaptă d: 2 = out Vot, LER se numeşte asimplota 
i dr =0. Se 
terizată prin ecuaţia 


conicei D, dacă direcţia ei (v, e) este o direcţie asimptotic 


observă că o asimptotă a conioei este car 


unde (ui, 2) este o direcţie asimplo 
alto Vo) = 0. 

În concluzie, hiperbola admite două asimptote care trec prin centrul coni- 
cei, elipsa nu admite direcţii asimptotice şi nici asimptot 


şi ga =0. gu =0 nu implii 


„iar parabola admite 
0 este 


o direcţie asimptotică, dar nu admite asimptotă (ecuația uga-t Ugy 
o imposibilitate). 


Observaţi 
este dată în manualul de Anul 


r reale, noțiunea generată do asimptotă 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau punctul 0(0,0), dreapta d: i conica 


Pi 2 4 dep + 2 + 4y — 


0. 
Su cer: 

1) tungentele din O la T, 

2) ecuaţia reuniunii dU T, 

3) elementele mulțimii d NT, 

4) asimptotele lui T, 


5) ecuaţia tangentei şi ecuaţia normalei la P în a(o, 


care trece 


1) Se observă că axa Oy nu este 
ne are ecuaţia p = ma. 


zentă la T. Orice altă dreaţ 


:onsi n sistemul 


| y = ms, 
a 4 2ay + 22 4 hp — 
Tezultă (1 4 2) ++ 200 o şi 
Stă ecuaţie să aibă rădăcină dublă ga 
m Li Astfel din O(0, 0) se poate duce o singui 


ur — 


nent m 0. Punind condiţii 
n (1 -f- 202 — 201 4-2) = 


tangentă la T şi anume de 


wenaţie gp — 
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2) Heuniunea d U U are cenaţia 


(e + y— + 2zy +2 +49 —2) 
3) Rezolvind sistemul 


p—1=0 
i 27 + ay — 
găsim soluţiile 1—V/3), (—2, 1472). Acestea constituie coordonatele punctelor 
din dn. 
4) Divoeţiile (ae, v) ale celor două asimptote sint date de ncunţin uz + Zuo = 0. Rezultă 
uim 20 = 0, Astfel găsim direcţiile (0, 0) şi (—2, 1). Duci 


oz gr ruter 


= 0 vo, 


respectiv, 
—2e + y + Doriolz+ 20, 


Aceasta înseamnă că asimptotele lui Tau, respectiv, vcuaţiile se pe 
deoi Peste o hiperbolă. 


= 0şiz+2y/=0 


5) Pein dedublare găsim venaţia tangzentei, 


ao [oc re rorz o, 
f a p A 
[= 2 = 0. Panta, acestei dropte este — A, iar panta mmrmatei este A+ 
4 
ta 
E 


2. Pie £ o elipsă raportată la axe, 


„A? virturile sale de pe Oz, iar Bf” 
cele de pe Oy şi Pun punct oarecare al elipsi 


1) Să se arate că dreapta determinată de punctele de intersecţie ale cercu- 
rilor circumscrise triunghiurilor PAA' şi PBB' este tangentă în P la £. 


2) Fie P,, Pş simetricele lui P faţă de centrele celor două cercuri 
arate că dreapta PP; trece printr-un punct fix. 


3) Să se psească locul geometric al simetriculni punctului P faţă de centrul 
"ului cireumseris triunghiului PAA”, cind 2 e E. 


Soheţie. 1) 


rcurile care trec prin două punele au centre! 
care uneşte aceste puncte. 


pe mediatoarea segmentului 


nonică a elipsei este =+ De aceea P are cvordonatele 


a 


a cost pb sin pre, 27) 


prin A” şi A au ecuaţii de forma z* + (y — 0) = at + o3, adică zi + y? — 2uy 
Un asemenea cerc trece prin P numai dacă afcost + î2 sint — 2 vb sin t = ai, 


2 = sin e. 
o 


Analog, cercul care trece p 


- . 
— 2uz = bi, cu condiţia atcosit -- disintt — 2ua cost = 5, adică 2u = 


punctele P, (0, —5), B(0, 5) are ecuaţia z* + e — 


za 


vast, £. 
a 


euaţia dreptei ce trece prin punctele de intersecție ale celor două cercuri 6 u) 
scăzind, membru cu mombru, ecuațiile cercurilor; 
as — ta [a 


iile 2u = E cos 1, 20 
a [ 


in Buc -j- Buy == a? — d2 cu condi- 


sin £. Înlocuind pe 2u și 20, simplificind cu 


cos t y sint 
a 
obţinută prin dedublari 


a — d, deducem 1, iar aceasta este ecunţie tangentei la E în P, 


2) Cercul PAA' aro cen sin 2), iar cercul PBB' are centrul 


2a 


o.(u PE aic a ze PTA o). 


De aceea simesricole Ivi P(a cos 1, b sin 4) faţă de O, şi O, sint, respectiv, 
. . 

zi[-a 008 £, — “2 sin ). z=[ — 2 cos 4, —8 sin d. 
a 


Dreapta P4P4 are ecuaţia 


+ pala [i 


aka cost 
cost 
a 


adică az sin t — dy cos 1 = 0. Aceasta trece prin origine. 


3) Locul geometric al punctului P, (= a cost, — E sin :) are ecuaţiile parametrice 


2 = — acos t 


„ten, 2 
= — sin e le: aci 


sau ecuaţia carteziană implicită 


Aceasta este însă o elipsă, 
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$ 7. intersecția a două conice 


Fie conicele T, : gr, 4) =0 şi Ca: h(z, 9) = 0. Intersecţia Te este 
caracterizată prin sistemul 


az 7) = 0, 
Muz, 9) =0, (a, pen. 


Deoarece fiecare dintre ecuaţiile acestui sistem are gradul doi, intersecţia 
LN Fe conţine cel mult patru punete. 

Presupunem că Ti este cercul de ecuație (1) 2 p*  Dau 4 2bay 4 
e (2) 2* 4 2 4- Das + 2bay + e 0. 
Coordonatele punctelor comune trebuie să verifice umbele ecuaţii, deci şi 


- e, — 0, iar Pa este cercul de ecua 
i ă EI 


ecuația obţinută prin scăderea lor, 


(5) 2(a, — aa) -+- 2(b, — boy +a —ca=0. 


Această ecuaţie reprezintă o dreaptă perpendiculară pe dreapta care uneşte 


centrele celor două i se numeşte axa radicală a celor două cercuri, 


ercuri 


Sistemul format din ecuaţiile (1) şi (2) este echivalent cu sistemul format de 


ecuaţiile (1) şi (3) sau cu cel format de ecuaţiile (2) şi (3). 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau hiperbolele DT: 
Să se determine PN Pa 


+ 2a0y —y 1, Ta: — 


+ 2ay - 


Soluţie, Problema se reduce la rezolvarea sistemului 
! ap pi, 
0 Bay by = 1 
în Re. Scăzind cete două ecuaţii rezultă a — pe 0. Astfel sistemul iniţia! este echiva- 
lent cu 


Din 2=y şi 22+ 2ay —yp2 = 1 deducem soluţiile (< ja pa Wz); iar -4+y=0 


şi a? + 2ay —y? = 1 nu au soluţii comune, În conci 


zie, Ta 0 T, conţine punctele «o 


coordonate. ( i 
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Se cer punctele comune ale cercurilor Cu: at 4 g — 3 — 4 =0 şi 
pa + y—2=0. 


Soneție.. Sistemul 


Ca 


este echivalent cu 


Rezultă A(0, —2), s(- 


3. Se consideră ecuaţia matriceală 


Pi I. 9 
A+A=a], ae n, J= sd 


aul cînd toate soluţiile sint reale. 


Să se rezolve ecuaţia în e 


Soluţie. Beuaţia devine 
mpi 2ay 1-+[ 7 "j-[e i) m — pia —a.0 
ip a val: lee +1) 0. 
zi e] . 1 Ti Pi 1 
(6) Sistemul ar e — pp a adinite soluţii reale dacă ae A ]: 
(i) Sistemul y=0, 2 2 —a = 0, admite soluții roate ducă a =[ E = =) 


în acest vaz 


Observăm că ambele sisteme admit soluții reale numai pentru a — 


însa umbele sisteme so reduc la 2 = — A g = 0 şi deci 
RA 
2 
iai 
Pta 
2 


cuaţia a — pr — a —0 reprezintă o familie de hiperbole, îur ecuaţia 


0 o reuniune de două drepte. 


$ 8. Aplicaţii în fizică şi în tehnică 


lipsa de inerție. Fie un plan raportat la reperul cartezian z0y şi sistemul de puncle 
-- Mala 20) avind respectiv masele ni. -.-- Fin. Momentul. de 
inerție al sistemului de puncte faţă de o axă de rotaţie fi se defineşte prin expresia 


17 


E E 
i 2) mid? unde d; este distanţa de la punctul A, la asa 4. Fără să atectăm gene- 
ai 


ralitatea problemei putem presupune că axa do rotaţie este Hota cos0 +- y sin = 0, 
unde 0 este fixat. Rezultă d; = d(Mi; ho) = |zi cos 0 + pisin 0 |şi deci 


n 
(4 2, — Pula cos 0 -- yisin 0): = Jy cost 4- Isysin20 + Ixsin*0, unde 
= 


Ș eL= mai. Is= 2 mi sint respectiv momentele față de axele Oy, Oz, iar 


Du = 2 miziyi este momentul centrifugal. 


Pentru 0 e [0,2) variabil se obţin toate axele de rotaţie posibile ce trec prin origine 
Vrascicul de drepte). Notind p= — 


Vi 


e 


am bd 6 = dm = pcos, 


y = esin 0, relaţia (1) se transe 


az? + 2bzy rep =, 


Deoarece a > 0, ae — d > 0 (de ce?), această ecuație reprezintă o elipsă E. În concluzie, 
oricaro ar fi repartiţia maselor mas---urm; momentele de inerție ale sistemului de puncte 
(A... 04) în raport cu axele de rotaţie ce trec prin origine sint caracterizate de elipsa E, 
numită elipsa de inerție a sistemului de puncte (Ma+--+Mn) faţă de punctul O (fig. IV. 39). 
lipsa de inerție joacă un rol important în mecanică şi în rezistența materialelor. 

Legea Boyle- Mariotte. Experienţe din fizică au dovedit că într-un regim izoterm produsul 
dintre presiunea p si volumul V, ale aceleiaşi mase de gaz, rămtne constant. 

Dacă (p, V) sint interpretate ca fiind coordonatele unui punct dintr-un plan raportat 
la reperul cartezian pOV, atunci ecuaţia pY = const, p > 0, Y > 0 reprezintă o ramură 
a unei hiperbole echilatere (fig. IV. 40). În fizică această ramură se numeşte izotermă, 

Energia potențială. Cimpul gravitațional newtonian (cimp de atracţie) şi cimpul elec- 
trostatio coulombian (ctmp de atracţie sau de respingere) au proprietatea că energia polen: 
țială U a unui punct material (de masă m în cazul cimpului gravitațional sau de sarcină 
electrică q în cazul cimpului coulombian) aflat în astfel de cimpuri este invers proporţio- 
nală cu distanța r de la origine la punctul material. Considerind că (r, U) sint coordo- 


Fig. IV. 39 Fig. IN. 40 
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Fig, IV, 41 Tig. IV. 42 


matale unni punct dintr-un plan raportat Ia reperul cartezian rOU, ecuaţia ri = const 
seprezantă a ramură tere situată în cartranul 7 dacă U > 0 sau în 
„uteanui IV dacă 7 2 0, pentru enmpul electrostatic sau numai în cadranul IV. pentru 
vlnpul gravitațional, 


4 une: niperbole mei 


Oalinza parababire. 


ie parabola P eu directoarea A şi focarul IP. 'Pangenta la P într-un 
piuiui PAL, unde 12 este proiecția lui AL pe directoarea 
n (ip. IV. îl). Pe această proprietate a parabolei se bazează construcţia şi funcţionare 
captatorului de radiaţie solară, proiectorului, farului ete. Mai precis, 
ică oglinzi a căr 
nulă prin rotirea un 


„munet A & P uste bis 


van 


1otuseopului rerlectos 


Laval mt 


«i 


teu folosese oglinzi purabolice, a 
rotuţie (suprataţă obţ purabole în jurul axei de simet 

În cazut telescopului reflector (fişe. IV. ină ce porie 
urecare al unui corp ceresc, siluat în direcția axei oglinzii, sint concontr 
în tocnrui acesteia, ir riezele ee nu sit parale dar ni 
de axa, so concentrează în punte din apropie 
ea râsiuenută a corpului 


r supeataţă este un paraboloiu 
ic). 

de la un pune! 
te de oglindă 
inelinate laţ 


razele de lu 


ituaţia este similară în 
lor solare con 


n 


pe imag 


ve tolosese efectul termic 


energetice soli atrate în „piete 


cu ajutorul unor oglinzi purabelice. 
În cazul proiectorului (fig. IV. 
e. Fi 


icul de 


a de lumină puternică se așază în focarul oglinzii 
verlectat d oglind 
te analog. 

pilitate o au şi oglinzile sferice, 


„su 


i vranstormuat 


iculul de raze cu virful în focar 


arabul 


a oglinzii. Cuzul farurilor e: 


intr-un 
Menţionăm că pe lingă osii 
seipsoidale i hip 


e paraleie ct a 


zile pi 


bolice o mare upl 


bolice, 
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Traicctorii într-un câmp central. În cimpul gravitațional newlonian, ca şi în citapul ele 


frostatie coulombian, iraiectoria descrisă de un punct material este o conică cu focarul în 
origine, În coordonatele polare (7, 0) ecuaţia acestei conice este 


unde p este un param 


- Pentru e — 1, traiewloria este o parabolă, iar pentru e e (1 


A 


r 


Ie cos? 


iar e este exceniricitatea co; 


Dacă e e (0, 1) atunci punctul material se mișcă pe o elipsă şi deci m este finită. 
<c) traiectoria este o hiperbolă. 


a de probleme concrete: mişcarea planetelor în jurul soarelui 


care 


astă teorie fizică este le, 


și legile lui Kepler, lansarea de pe suprafaţa pămintului a sateliților artificiali și a raehe- 


telor, miște 


e al nucleelor ete. 


area electronilor în cimpul electrostat 


$ 9. Probleme propus 


3. Se evusideră triunghiul isoscel AC, eu virtutile A(0, 0), B(-—b, 0), Clt, 0), a, 6-0. 
1) Să se serie ecuaţia cercului F circumscris triunghiului AZ. 

2) Să so arate că tangenta în origine la cercul T este perpendiculară pe AC. 

2) Notind cu M un punct mobil pe cercul T, ss = al centrului de 


ere locul geometr 


uroutate al triunghiului AA, 


be 


m 


pm 


eul Teste 


a dreptei AC este art by — 00. atei br — apt 


R. 1) ptr — ay = 0. 2) Reuaţia tangentei în origine la 
—ay=0, 


> (at ua 
plm =o. 
2. Se consideră dreapta d: a. 
1) Să se se unghiului ascuţit format de dreapta d e 
2) Si soserie ecuaţia cercului C, ce trece prin origine, tangent In origine dreptei p = ma 
SI — 10] şi care mai trece prin punctul de intersecţie dintre bisecloarea b cu axa Ga, 
3) Presupunind m variabil, să se găsească locul geometric descris de centrul cercului (2 
1 Li 1 


2— Any dm 0; 3) sm 
2mY de clic) [i 


+0, 


ecuaţia biseelo 


axa Oy. 


RI) biz yo; 2) Cip 


n se dau dreptele 


2. Într-un reper carte 
d: 2 — + Dy 
d: (8 + Dak Dy=i—2eR. 


1) Si se arate că dreapta 4 trece printr-un punct fix A și că dreapta d” trece printr-un 
ct li B. 


2) calculeze unghiul orientat al dreptelor d, d”. 
3) Sa se arate că punciul A7, comun dreptelor d şi 


aparţine unui cere: 


x, 


E.) 4,0, 8,5). 2 Dă E. 3) oii gta ay 0, 


firaticul funcţiei [: RR, fa) 
ă intersecţia dintre clopotul Gauss 


«%* se numește clopot Gauss (lig. IV, 44). Să 
cercul cu centrul în origine şi de rază unu. Să so 


anale că cele deuă curbe au aceeaşi tangentă în punctul de contact de pe axa Oy. 
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Fig. IV. 4 


Indicatie. Se rezolvă sistemul = e73%, 3? 4 4 = 1. Tangenta la graticul unei funcţii 
derivabile f: = R, în punctul (ze, [(zo)), are ecuaţia 7 — [lza) = ['(zo) (e — zu). 
„Fie elipsa Z: E + a 1 = 0. Să se afle locul geomel centrului de greutate 


7” cele două Lorurta 


nghiului A7EE", unde BT este un pun 


metrul LA BI, de n ne er, rs (0, 0), Piu Tun e 
[ARI Să se pâs 
a comună a « 


6. Se d un cere C, cu diu 
centrul variabil AFeC și tangent în IV la 
«lo intersecție dintre dreapta ALX cu e 


2) Sa se serie ecuaţiile tangentelor la elipsa Z£, paralele cu morala ln Zice brece prin 
3) Să so serie ecuaţiile tangente se din (3, —19 în elipsa LE 
Indicaţie. 4) Prin dedublure, 2) Se utilizează ecuaţia fasciculului de drepte pu 


3) Se foloseşte sistemul 


ete 


re — 3) 3 sp 1 =0 
2 4 ngp—n0 mame, 


n E şi dreapta duiy Sa n, nek, cure inter 


8. Se dă el 


suctează elipsa în punelele P şi 0. 

1) ic ecuația cercului C de diametru [POL 
) Fie ($. TIcCnE. Să se 
eeptelar PO şi ST etate 


locul ivormetrie at punctului de întersec 


Imilioație. 
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9. Se dă hiperbola 


m: 
1) Să so găsească ecuaţia tangentei la 27 în punctul Mu(2, 1). 
2) Există tangente la 77 paralele cu normala la 27 în Ma? 
3) Să se scrie ecuaţiile tangentelor Ia 27 duse din A(0, 1). 


—2p —2=0. 


10. Se consideră hiperbola J7 şi un punct. P în planni acesteia. Prin P se duc paralele 
la asimptotele hiperbolei 4. lie 37, N punctele de intersecţie ale acestor paralele cu 
hiperbola. 

1) Care este locul geometric al punetelor P care au proprietatea că dreapta MN trece 
n centrul O al hiperbolei 47? 
2) Care este locul geometrie al punctelor P pentru care dreapta A7N este. paralelă 
nu din axele hiperbolei? 
R. 1) hiperbola conjugată lui 77, 2) axa Oz, respectiv a 

11. Fie hiperbola echilateră JI: a? — pe == a* cu virfurile 4, B şi o dreaptă variabilă 
puralelă cu axa Oz care taie pe 11 în C şi D. Notăm 4) = CBNAD. Să se determine 
locul geometrie al punetului A, 


pi 


cu 


xa Oy 


R. Segmentul z = 0, ye(-a, a 


12. Fie z şi coordonatele unui punct A/ în raport cu un Sa se expli- 


» şi să se reprezinte mulţime 


per cartezian, 


cell mul 
r: tul 
(E 


PRR ln = V|= ea | 


14. În planul raportat la un reper cartezian se consideră parabola P: 2, = ză, Fie A7 
un punct pe parabolă. Să se determine, în funcţie de abscisa m a lui A/: 

1) coordonatele punetului 7 unde tangenta în A la P taie axa Oz, ariu triunghiului 
OA şi coordonatele centrului de greutate G al aceluiaşi triunghi, 

2) locul geometrie al punctului G cînd AL descrie parabola dată, 

Să se arate că înălțimea triunghiului OT'A/ corespunzătoare vietului 7 trece printr-un 
punct fix: 


13. Să se traseze graficul 


ncţi 


R. 1) 


? o). aria (OA) = m 


2] . 2) Parabola: 


m me 


a = y = meR, Punctul fix A(0, 1). 
2 6 


15. Să se determine regiunile din planul z0y, unde trehuie să se găsească punctul 
Miz, 4), asttel ca ecuaţia 4622 + az — 5 y— dz 4+5=0înreR, să aiba: 

1) O rădăcină cuprinsă între 0 şi 1. 

2) Ambele rădăcini cuprinse între 0 şi 1. 

Indicaţie. Ecuația are ridăcini reale dacă 2 ++ 22 — ây + 520. Apartenența la 
LO, 1] adaugă 1) (y — 32 + 5) (zor yk+ 1) 0 respectiv 2) y—3z4+ 520, z+ytk 


+30, os st. 


16. Să se figureze mulțimea punctelor M ale căror coordonate satisfac sistemul 
my, pre >0. 
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Fig. IV. 45 


17. Pentru a pili vintul unui corp ascuţit prins într-o menghină (fig. IV. 45) se apasă 
pila la cele două capele cu forțele Ș, şi Fa care [i direcţia pilei unghiuri de 30% şi respectiv 
60, Gunoscind lungimea pilei 1 = 25 cm, || Fa |] = 80 şi neglijind greutatea proprie a 
ze mărimea lorţei 7, asttel încit pila 


păstreze orizontalitatea în timpul lucrului 


Indicaţie. Se impune egalitatea momentelor forţelor 7, și Ța faţă de punctul de contact 
ul pilei cu corpul de pilit. Rezultă 


fall => 464 zel, bl cb, D. 


Graficul este un are de hiperbolă. 


18. Fie elipsa (hiperbola sau parabola) T, fie punctul A e T şi o dreaptă d caro nu 
trece prin M. Fio MN (fig. IV. 46) o dreaptă care taie po d în Z (dacă A = N, dreuplu 
MLN oste trangenta la T în punctul A). Să se arate că există un punct A e eu proprie 
tatoa că funcţia f: T — ţA)— d, F(X) = L este bijeclivă (injectiva). 


Indicaţie. A esto punctul pontru care MA || d. 


19. Să se discute poziţia cere 
Ciara 


Caile —2-+ 


lor 


1-a, 


Indicaţie. Se vor considera cu 
1) ael-a, —DUli, +). 


Ma=0;2)ee 


„Di deet=i + 


20. Se dă egalitatea (pp — 2) 
coordonatele unui punct din plun 
semnul rădăcinilor acestei ecua 


rzy 1 =0, undeteR, iur (2, g) sint 
nd pe t drept necunosculă, să se determine 


21. Printre perechile (, y) de numere reale care satisfac inegalitățile y— e < 1, 
pe iyai—1 să se determine acelea pentru care y este maxim Sau minim. 
(0, 0, (0, —1). 


Fig. IV.46 
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ai pe + 
2) Ma (e + pi — sa = 0 
try — te ke p) = 28, 


e ea dă ay = le — m) = 3 
E 
m sa se interpreteze geomebrie rezulatele găsite. 


E 
pi 


a | 


ara 
DE 0 
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